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ПЕРЕЧЕНЬ ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ

	Практические работы


	Д/З

	1
	Равносильные преобразования.
	отчет

	2
	Операции над сложными высказываниями.
	отчет

	3
	Минимизация булевых функций.
	отчет

	4
	Соответствия между множествами.
	отчет

	5
	Логика предикатов. Бинарные отношения.
	отчет

	6
	Решение задач на запись циклического разложения подстановки.
	отчет

	7
	Понятие подстановки. Формула количества подстановок. Циклическое разложение подстановки.
	отчет

	8
	Модификации метода математической индукции.
	отчет

	9
	Операции над вычетами.
	отчет

	10
	Генерирование комбинаторных объектов заданного типа.
	отчет

	11
	Операции над графами
	отчет

	12
	Построение диаграммы графа.
	отчет

	13
	Применение графов и сетей.
	отчет

	14
	Решение задач с использованием графа.
	

	15
	Диаграмма автомата.
	

	16
	Принцип работы автомата.
	

	17
	Построение автоматов, распознающих заданные свойства слова.
	


Порядок выполнения отчета по практической работе

 1. Ознакомиться с теоретическим материалом по практической работе.

2. Выполнить предложенное задание согласно варианту по списку 

группы.

3. Продемонстрировать результаты выполнения предложенных заданий преподавателю.

4. Составить по практической работе отчет. Если есть, ответить на контрольные вопросы.
Практическая работа №1

Равносильные преобразования.

Цель: Приобретение навыков работы с равносильными преобразованиями.

Теоретические обоснования

Две формулы алгебры высказываний называются  равносильными, если они принимают одинаковые истинностные значения при любых значениях входящих в них переменных.

Таблица  Основные равносильности логики высказываний

	№
	Формула
	Название

	1
	1.1.1.1.1.1 
[image: image1.wmf]И

º

Ú

X

X


	Закон исключенного третьего

	2
	1.1.1.1.1.2 
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	3
	1.1.1.1.1.3 
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	Законы коммутативности

	4
	1.1.1.1.1.4 
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	Законы ассоциативности

	5
	1.1.1.1.1.5 
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	Законы дистрибутивности

	6
	1.1.1.1.1.6 
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	Закон двойного отрицания

	7
	1.1.1.1.1.7 
[image: image9.wmf]X

X

X

X

X

X

º

Ú

º

,

&


	Закон идемпотентности

	8
	1.1.1.1.1.8 
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	Законы де Моргана

	9
	1.1.1.1.1.9 
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	Законы поглощения

	10
	1.1.1.1.1.10 
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1.1.1.1.1.11 
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	Законы склеивания

	11
	1.1.1.1.1.12 
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	Замена импликации

	12
	1.1.1.1.1.13 
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	Замена эквиваленции


Пример: Пользуясь основными равносильностями логики высказываний, проверить, являются ли формулы F1  и  F2 равносильными (перечислите все используемые законы равносильности):  
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Решение: Преобразуем первую формулу, для этого воспользуемся основными законами равносильности логики высказываний. 

1). Заменим операцию импликации с помощью закона:
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, тогда формула F1:
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2). Применим закон де Моргана:
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, получим следующее преобразование F1:


[image: image22.wmf].

1

B

B

A

F

Ø

Ú

Ø

Ú

Ø

º


3). Воспользуемся законом идемпотентности:
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, тогда F1 принимает следующий вид:
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Таким образом, доказано, что 
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Практические задания

1.1. Выписать все подформулы формулы:

1) 
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1.2. Найти все существенные переменные формул:

1) 
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1.3. Доказать следующие равносильности:
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Практическая работа №2
Операции над сложными высказываниями. 

Цель: научиться работать со сложными высказываниями в курсе алгебры логики

Практические задания

Решение задач на выполнение теоретико-множественных операций

· 1.При каких а истинны след. высказывания?

· x =5 
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2.  Привести примеры множеств  таких что:

 A
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3. Определить истинность высказываний

· {1,2,3}={2,3,3,1}  

· 
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· {x: x2+12x=28}
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4.Придумать такой предикат P(x), что бы выполнялось условие {x : P(x)}={-1,2,3,10}

5.Изобразить множество истинности предиката на плоскости:

sin x >0  &  |x-2|<4

6.Найти а
[image: image45.wmf]Î
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7.Найти X,Y, если

{X\Y}
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{Y\X}={a,b,c,x,y,z}, X
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8. Изобразить множества на плоскости:

· [-3;4]
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[image: image51.wmf]R

Î

: 0.5
[image: image52.wmf]£

sin x 
[image: image53.wmf]£

1}
[image: image54.wmf]´

{ x
[image: image55.wmf]R

Î

:x2+x=6}
9.Доказать.

A
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Практическая работа №3
Минимизация булевых функций.

Цель: Приобретение навыков определения истинности логических выражений, а также построения таблиц истинности.

Теоретические обоснования

Для рассмотрения методов минимизации введем некоторые определения. 

Конъюнкция 
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 называется элементарной, если число ее членов меньше некоторого множества переменных n, причем любая переменная 
[image: image62.wmf]i
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 входит в конъюнкцию только один раз. Число членов элементарной конъюнкции определяет ее ранг.

Под импликантой булевой функции f(x1, х2, ...,хn) понимается такая булева функция f1(x1, х2, ...,хn), если на любом наборе значений переменных x1, х2, ...,хn, на котором значение функции f1 равно единице, значение функции f также равно единице.

Под простой импликантой булевой функции f(x1, х2, ...,хn) понимается всякое элементарное произведение 
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, которое является импликантой функции f и никакая собственная часть этого произведения в функцию f не входит, т.е. простые импликанты — элементарные конъюнкции наименьшего ранга, входящие в данную булеву функцию.

Сокращенной дизъюнктивной нормальной формой булевой функции называется такая функция, которая равна дизъюнкции всех своих простых импликант. 

Несмотря на то что сокращенная ДНФ булевой функции содержит меньшее число букв, чем СДНФ этой же функции, она в большинстве случаев допускает дальнейшее упрощение за счет поглощения некоторых простых импликант дизъюнкцией других простых импликант. В случае, если в дизъюнкции простых импликант, представляющих заданную булеву функцию, ни одну из импликант исключить нельзя, то такую дизъюнкцию называют тупиковой дизъюнктивной нормальной формой заданной функции.

Некоторые булевы функции имеют несколько тупиковых ДНФ. Тупиковая ДНФ булевой функции, содержащая наименьшее число букв, будет минимальной ДНФ.

Таким образом, общую задачу минимизации булевых функций можно решать в такой последовательности. 

1. Для заданной функции находят сокращенную ДНФ, т.е. все простые импликанты.

2. Определяют тупиковые ДНФ заданной функции, среди которых выбирают минимальную ДНФ.

Диаграммы Вейча

Диаграмма Вейча – это специального вида таблица, используемая для задания логических функций и позволяющая упростить процесс поиска минимальных форм.
Для логических функций, зависящих от n переменных, диаграмма Вейча представляет собой прямоугольник, разделенный на 2n клеток. Каждой клетке диаграммы ставится в соответствие двоичный n-мерный набор. Взаимно однозначное соответствие между двоичными наборами и клетками диаграммы устанавливается разметкой последней.

Для функций, зависящих от трех переменных, один из возможных вариантов разметки диаграммы Вейча имеет вид, показанный на рис.1.

Четыре верхних клетки диаграммы соответствуют двоичным наборам, в которых переменная х1 принимает значение 0; четыре нижних клетки соответствуют наборам, в которых переменная х1 принимает значение 1.

Клетки, составляющие левую половину диаграммы, соответствуют наборам, в которых переменная х2 принимает значения 1, а в правой половине находятся клетки, в которых переменная х2 принимает значение 0. 

[image: image64.png]I
P S
MWa® | xmE | xxx | xxaxs





Рис. 1.

Четыре центральные клетки соответствуют наборам, в которых переменная х3 принимает значения 1, а в левом и правом крайних столбцах находятся клетки, в которых переменная х3 принимает значение 0.

На рис. 2 приведены пример разметки диаграммы для логических функций четырех переменных.
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Рис. 2.

Диаграммы Вейча для большего числа переменных могут быть составлены из диаграмм меньшего числа переменных. Например, диаграмму Вейча для пяти переменных можно составить, соединив две диаграммы для четырех переменных. При этом удобно подсоединять их друг к другу одноименными столбцами (рис. 3). Тогда соседними клетками будут также клетки столбцов, симметрично расположенных относительно линии присоединения диаграмм Вейча четырех переменных для одноименных строк.

[image: image66.png]X3,

Xs

(D)o |(T]7

I~

2

a

0

o\afe

1

1

)

A1




Рис. 3.

В клетки, соответствующие конституентам единицы минимизируемой булевой функции, записываются единицы, а в остальные — нули. Поэтому исходная минимизируемая функция первоначально должна быть представлена в СДНФ. Если функция задана аналитически, то она приводится к СДНФ с помощью операции развертывания, заключающейся в умножении некоторых членов на выражение вида 
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. Минимизация булевых функций с использованием диаграмм Вейча основывается на отыскании склеивающихся конституент единицы. Для диаграммы Вейча склеивающиеся конституенты единицы располагаются в соседних, вертикально или горизонтально расположенных клетках. Для диаграммы трех переменных (рис. 1) соседними клетками являются также клетки левого и правого столбцов для одноименных строк. Наглядно это можно представить, если наклеить диаграмму на цилиндр так, чтобы левая ее граница совпала с правой.

Для диаграммы Вейча четырех переменных (рис. 2) соседними клетками будут также клетки, расположенные в верхних и нижних строках для одноименных столбцов. Процесс отыскания минимальной ДНФ заключается в том, чтобы всю совокупность единиц диаграммы Вейча накрыть наименьшим числом наиболее коротких произведений. Для этого соседние клетки диаграммы, содержащие единицы, объединяют в группы (склеиваются). Каждой такой группе будет соответствовать группа склеивающихся конституент единицы. Причем количество клеток, входящих в одну группу, равно 2k (где k = 1, 2, 3, ...), а каждая клетка, входящая в группу, должна иметь k соседних клеток.

Для получения минимальной ДНФ достаточно выполнить следующие условия: 

· каждая единичная клетка должна входить хотя бы в одну группу (при этом одна и та же клетка может входить в несколько групп);

· в каждую группу должно входить максимальное количество клеток, т.е. ни одна группа, удовлетворяющая обоим вышеприведенным правилам, не должна быть частью другой группы, удовлетворяющей этим же правилам;

· количество групп должно быть минимальным.

Рекомендации по минимизации булевых функций с использованием диаграмм Вейча:

1. Рассматриваются поочередно клетки, содержащие единицы, и анализируются всевозможные варианты склеивания. При этом сначала склеивание выполняется только для тех клеток (единиц), для которых вариант склеивания единственный. В результате будут выделены обязательные (или существенные) простые импликанты.

2. Оставшиеся несклеенные клетки (единицы) необходимо склеивать таким образом, чтобы образовать минимальное число групп с максимальным числом клеток в каждой группе.

3. Каждой группе объединенных клеток в минимальной ДНФ будет соответствовать простая импликанта, определяемая как конъюнкция только тех переменных, значения которых постоянны для всех наборов, задающих клетки данной группы. 

Группе, состоящей из 2k клеток, соответствует конъюнкция из n – k букв, где n — число переменных в исходной булевой функции.

Пример 1. Найти минимальную ДНФ для булевой функции трех переменных, заданных следующей таблицей истинности:

	х1
	х2
	х3
	z

	0
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	0

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	1


СДНФ для этой функции 
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Составим диаграмму Вейча (рис. 4) 

[image: image69.png]T A
Iﬂb)





Рис. 4

Здесь возможны два варианта склеивания:

1) 
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. Отсюда получается первая минимальная ДНФ
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. Отсюда получается вторая минимальная ДНФ
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Подстановкой в полученные выражения значений переменных  x1, x2, x3 легко убедиться в том, что минимизированные логические функции реализуют заданное исходное выражение.

Пример 2. Найти минимальную ДНФ для булевой функции четырех переменных, заданных следующим выражением (в СДНФ):
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Диаграмма Вейча для этого случая приведена на рис. 5.
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Рис. 5.

Здесь возможно склеивание по четырем конституентам единицы:
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 склеиваются по переменным х2 и х4 – образуется импликанта 
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 склеиваются по переменным х2 и х3 – образуется импликанта 
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 склеиваются по переменным х1 и х4 – образуется импликанта 
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Таким образом, окончательное выражение для минимальной ДНФ:
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В дискретных устройствах ЭВМ часто встречаются комбинационные схемы, на входы которых некоторые комбинации сигналов никогда не поступают. Такие комбинации называются запрещенными. Значения выходных сигналов, соответствующие запрещенным комбинациям, не определяются, и их можно выбирать произвольно, что часто дает возможность упростить комбинационную схему.

Законы функционирования комбинационных схем с запрещенными комбинациями входных сигналов описываются неполностью определенными функциями, т.е. такими функциями, значения которых определены не на всех наборах аргументов.

Двоичные наборы, на которых функция не определена, называют свободными. При табличном задании неполностью определенных переключательных функций свободные наборы отмечаются прочерком.

Рассмотрим упрощение неполностью определенных булевых функций, которые описывают работу логических схем с запрещенными комбинациями входных сигналов. 

Для неполностью определенных булевых функций можно произвольно задать значение функции на тех наборах, на которых она первоначально не была задана. При минимизации таких функций стремятся для запрещенных комбинаций входных сигналов присвоить такие значения исходной функции, которые позволяют ее упростить.

Пример 3. Минимизировать булеву функцию четырех переменных, заданную диаграммой Вейча (рис. 6), только на 11-ти наборах двоичных аргументов. Неопределенные значения на диаграмме отмечены прочерком.
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Рис. 6.

Принимая значения функции на некоторых наборах равными единицы, а на других — нулю, там где функция не определена, получим ДНФ исходной функции в следующей минимальной форме: 
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Метод Квайна

Для этого метода исходная булева функция должна быть представлена в СДНФ. Если эта функция представлена в произвольной ДНФ, то ее с помощью операции развертывания, заключающейся в умножении некоторых членов на выражение вида 
[image: image110.wmf]1
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, приводят к СДНФ. 

Метод Квайна основан на последовательном применении к парам дизъюнктивных членов операций склеивания и элементарного поглощения.

Операция склеивания основана на справедливости тождества 
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. Операция элементарного поглощения — на справедливости тождеств х1(х1х2 = х1 и х1(х1(х2) = х1.

Вначале в СДНФ исходной булевой функции проводят все возможные операции склеивания дизъюнктивных членов — конъюнкций ранга n, где n — число аргументов функции. В результате склеивания получим конъюнкции n – 1 ранга. После выполнения операции поглощения с конъюнкциями n – 1 ранга осуществляют все возможные операции склеивания конъюнкций n – 1 ранга. Затем проводят операции поглощения с конъюнкциями n – 2 ранга и вновь выполняют операции склеивания и т.д.

Пример 4. Найти сокращенную ДНФ булевой функции
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1) Используя операцию развертывания, представим исходную функцию в СДНФ. Для этого первуй член 
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2) Пронумеруем все дизъюнктивные члены.

3) Выполним все возможные операции склеивания дизъюнктивных членов в такой последовательности:

· первый член со всеми остальными,

· второй член с остальными, кроме первого,

· третий член с остальными, кроме первого и второго, и т.д.

В результате проведенных операций склеивания и поглощения получим ДНФ заданной функции в форме
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Пронумеровав все члены выражения, полученного на предыдущем этапе, выполним все возможные операции склеивания конъюнкций третьего ранга в той же последовательности, что и ранее. В результате проведенных операций склеивания и поглощения исходная функция примет вид
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.

Метод импликантных таблиц

Метод импликантных таблиц является одним из методов нахождения тупиковых и минимальных ДНФ по сокращенным ДНФ. Импликантная таблица представляет собой прямоугольную таблицу, столбцы которой соответствуют конституентам единицы исходной булевой функции, а строки — простым импликантам. В случае если простую импликанту можно получить из конституенты единицы вычеркиванием некоторых букв, то говорят, что импликанта накрывает (покрывает) конституенту. В этом случае клетка импликантной таблицы, соответствующая импликанте и конституенте, отмечается специальным знаком (например, звездочкой).

Пример 5. Заполним в соответствии с указанным выше правилом импликантную таблицу (табл. 2) для сокращенной ДНФ булевой функции, полученной в рассмотренном выше примере.

Таблица 2

	Номер строки
	Простые импликанты
	Конституенты единицы
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Минимальной ДНФ заданной функции будет соответствовать такая система минимального числа строк таблицы, импликанты которых совместно накрывают крестиками все колонки таблицы.

Для получения тупиковых ДНФ можно пользоваться следующими рекомендациями:

1. Выделяются все существенные (или обязательные) импликанты. Существенной импликанте соответствуют столбцы таблицы, в которых имеется только одна метка (звездочка). Она обязательно входит в минимальное покрытие, так как не используя ее, невозможно покрыть вое конституенты единицы.

2. Вычеркиваются столбцы таблицы, которым соответствуют выделенные существенные импликанты.

3. Выбирается такая совокупность оставшихся простых импликант после выделения существенных импликант, которая обеспечивает покрытие всех оставшихся столбцов таблицы с минимальной ценой.

Для рассматриваемого примера (табл. 2) возможны два варианта минимальных ДНФ:
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Первый вариант соответствует системе строк, состоящей из 1, 4 и 5 строк; второй — из 2, 3 и 6 строк.

Практические вопросы и задания

1. В чем состоит отличие между комбинационной и последовательностной логическими схемами? (2 балла)

2. В чем состоит отличие между позитивным и негативным кодированием двоичного сигнала? (2 балла)

3. Дать оценку нижней и верхней границы цены по Квайну для схемы с однофазными входами, построенной на элементах базиса (ИЛИ, НЕ) по минимальной КНФ. (Примечание: оценка должна содержать цены минимального покрытия – Sa и Sb.) (5 баллов)

4. В отношении минимального нулевого покрытия сформулировать условия, при которых цена схемы с однофазными входами, построенная на элементах булева базиса по минимальной КНФ, будет совпадать с ценой покрытия Sb. (4 балла)

5. Применительно к минимальной ДНФ сформулировать условия, при которых схема с однофазными входами, построенная на элементах базиса (И, НЕ) по этой форме, будет иметь задержку T = 3t, где t – задержка на одном логическом элементе. (4 балла)

6. В отношении минимальной КНФ сформулировать условия, при которых схема с однофазными входами, построенная на элементах булева базиса по этой форме будет иметь задержку T = 3t, где t – задержка на одном логическом элементе. (4 балла)

7. Сформулировать условия, при которых вынесение одной буквы за скобки из термов минимальной КНФ приводит к уменьшению цены схемы, (5 баллов) и проиллюстрировать их примерами. (2 балла за каждый пример)

8. В любом ли случае вынесение за скобки двух букв из двух термов минимальной ДНФ приводит к уменьшению цены схемы? Ответ обосновать и сопроводить поясняющими примерами. (6 баллов)

9. Построить схему, реализующую функцию равнозначности [image: image143]на элементах ИЛИ-НЕ и обладающую минимальной ценой. (3 балла)

10. Построить схему с однофазными входами, реализующую функцию [image: image144]на элементах базиса (ИЛИ, НЕ) и обладающую минимальной ценой. (5 баллов) Определить цену и задержку схемы. (1 балл)

11. Построить схему с парафазными входами, реализующую функцию из вопроса 10 на элементах базиса (И, НЕ) и обладающую минимальной задержкой. (4 балла) Определить цену и задержку схемы. (1 балл)

12. Построить схему с однофазными входами, реализующую функцию [image: image145]на двухвходовых элементах И-НЕ и содержащую минимальное количество элементов. (5 баллов)

13. Построить схему, реализующую конъюнкцию шести переменных на двухвходовых элементах ИЛИ-НЕ. (5 баллов)

14. Применительно к схеме с парафазными входами, построенной на элементах булева базиса, сформулировать условия, при которых эквивалентное преобразование в базис И-НЕ приводит к изменению цены схемы. (3 балла)

15. Построить схему с парафазными входами, реализующую систему булевых функций от трех переменных:

[image: image146]на элементах булева базиса и обладающую минимальной ценой по Квайну. (15 баллов) Определить цену и задержку схемы (2 балла)

16. Булевы функции [image: image147]и [image: image148]принимают противоположные значения на всех наборах аргументов, кроме (1110) и (1100), на которых значения функций совпадают и равны единице и нулю соответственно. Решить задачу декомпозиции применительно к системе функций (y1, y2), выразив функцию y1 через y2, (2 балла) а также y2 через y1. (2 балла)

Контрольные вопросы

1. Что понимается под свойством симметричности отношения? Привести пример антисимметричного отношения, на котором показать наличие этого свойства.

2. Является ли отношение равенства двух треугольников транзитивным? Утверждение доказать.

3. Записать законы поглощения. В чем состоит свойство их дуальности? Доказать один из них.

4. Записать законы склеивания. В чем состоит свойство их дуальности? Доказать один из них.

5. Для множества В={0, 1} найти В3 – третью декартову степень.

6. Записать дистрибутивные законы для операции прямого произведения множеств.

7. Что понимается под конституентой единицы? (2). Записать все конституенты единицы для функции [image: image149].
8. Действуют ли дистрибутивные законы в алгебре Жегалкина (для операций конъюнкции и сложения по модулю два)? Ответ обосновать.

9. Что понимается под сокращенной ДНФ (СДНФ) булевой функции? Найти СДНФ функции y=f 3(x)=&(0, 2, 5). Является ли найденная СДНФ и минимальной ДНФ? Ответ обосновать.

10. Что понимается под самодвойственной булевой функцией? Перечислить все несамодвойственные базовые булевы функции .

11. В чем состоит отличие между комбинационной и последовательностной схемами?

12. Действует ли сочетательный закон в отношении операции сумма по модулю два, стрелка Пирса?

13. Действует ли распределительный закон в алгебре Жегалкина?

14. Как выглядят законы тавтологии и законы с константами в различных базисах?

15. Можно ли построить двоичную алгебру на основе единственной операции импликации?

16. Является ли выражение Х1Ú [image: image150]2Ú [image: image151]3 нормальной формой и, если является, то какай (ДНФ или КНФ)? Можно ли рассматривать это выражение в качестве канонической формы и, если можно, то какой (КДНФ или ККНФ) и при каких условиях?

17. Сформулировать условия (в отношении покрытия), а также соответствующей ему нормальной формы, при которых:

a) S Q = S a ;

b) S Q = S b;

c) S a < S Q < S b.

18. Может ли СДНФ совпадать с КДНФ и, если может, то, при каких условиях?

19. Можно ли считать, что СДНФ является МДНФ и, если можно, то, при каких условиях?

20. Может ли КДНФ являться МДНФ и, если может, то при каких условиях?

21. Привести примеры булевой функции от трех или четырех переменных для которых:

a) МДНФ совпадает с КДНФ, а МКНФ не совпадает с ККНФ;

b) МКНФ совпадает с ККНФ, а МДНФ не совпадает с КДНФ;

c) Обе формы совпадают с каноническими.

22. Сформулировать условия, при которых схема вырождается в одноуровневую.

23. Оценить нижнюю и верхнюю границу цены схемы с однофазными входами, построенную по МНФ.

24. Сформулировать условия, приводящие к вырожденным случаям T=1t и T=2t.

25. Может ли задержка схемы после применения однократной факторизации быть такой же, как и до факторизации (условия и пример)?

26. Сформулировать условия целесообразности вынесения за скобки одной или двух букв из двух термов.

27. Сформулировать условия целесообразности вынесения за скобки одной или двух букв из произвольного числа термов.

Практическая работа №4
Соответствия между множествами.

Цель: Показать практическую значимость в начальной математике понятий соответствия, способов задания соответствий; познакомится с новыми понятиями: соответствие, обратное данному, взаимно однозначное соответствие, равномощные множества, счетное множество.  
Теоретические обоснования

( ( ( = (х ( х (А и х ( В( - запись определения пересечения множеств А и В;

А ( В = (х ( х (А или х ( В( - запись определения объединения множеств А и В;

А \ В ={ х| х ( ( и х ( (} – запись определения разности множеств А и В;

ВА ={ х| х ( ( и х ( (} –  определение дополнения множества В до множества А.

· Операции над множествами: объединение, пересечение, вычитание.

· Свойства этих операций:

· коммутативность пересечения и объединения - для любых множеств А и В справедливо равенство: А ( ( ( ( ( ( и  ( ( ( ( ( ( (;

· ассоциативность пересечения и объединения множеств - для любых множеств А, В и С выполняются равенства: ( А ( ( ( ( С ( ( ( ( В ( С(,  ( ( ( ( ( ( С ( ( ( ( ( ( С(. 

· дистрибутивность пересечения  относительно объединения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А ( ( (  ( С = (А ( С) ( ( В( С ).

· дистрибутивность объединения  относительно пересечения множеств, т.е. для любых множеств А, В и С выполняется равенство (А ( ( ( (  С = (А (  С) ( ( В ( С ).

Определение. Соответствием между множествами Х и У называется всякое подмножество декартова произведения этих множеств. Соответствия принято обозначать буквами R, P, F, T и др. 

Способы задания соответствий

Поскольку соответствие – это подмножество, то его можно задать как любое множество, т.е. либо перечислив все пары элементов, находящихся в заданном соответствии, либо указав характеристическое свойство элементов этого подмножества.

Условимся предложение «элемент х находится в соответствии S с элементом у» записывать кратко так: х S у.  

Определение. Пусть S – соответствие между множествами Х и У. Соответствие S-1 между множествами У и Х называется обратным данному, если у S-1х тогда и только тогда, когда х S у. Соответствия S  и S-1 называют взаимно обратными. 

Взаимно однозначные соответствия

В математике изучают различные виды соответствий. Это не случайно, поскольку взаимосвязи, существующие в окружающем  нас мире многообразны. Для учителя, обучающего математике младших школьников, особую значимость имеют взаимно однозначные соответствия.

Определение. Взаимно однозначным соответствием между множествами Х и У называется такое соответствие, при котором каждому элементу множества Х сопоставляется единственный элемент множества У и каждый элемент множества У соответствует только одному элементу множества Х.

Рассмотрим примеры взаимно однозначных соответствий.

Пусть Х – множество кругов, У – множество квадратов и соответствие между ними задано при помощи стрелок.
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Это соответствие взаимно однозначное, так как каждому кружку из множества Х сопоставляется единственный квадрат из множества У и каждый квадрат из У соответствует только одному кружку из множества Х.

Пример

Пусть Х – множество действительных чисел, У – множество точек координатной прямой. Соответствие между ними таково: действительному числу сопоставляется точка координатной прямой. Это соответствие взаимно однозначное, так как каждому действительному числу сопоставляется единственная точка координатной прямой и каждая точка на прямой соответствует только одному числу.

В математике взаимно однозначное соответствие между множествами Х и У часто называют взаимно однозначным отображением множества Х на множество У.

Равномощные множества

Определение. Множества Х и У называются равномощными, если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие.

Если множества Х и У равномощны, то пишут Х ( У. 

Нетрудно видеть, что множества рассмотренные в предыдущих примерах равномощны.

Равномощными могут быть как конечные, так и бесконечные множества Равномощные конечные множества называют еще равночисленными.  В начальном обучении математике равночисленность выражается словами «столько же» и может использоваться при ознакомлении учащихся со многими понятиями. Например, чтобы ввести равенство чисел, сравнивают два множества, устанавливая между их элементами взаимно однозначное соответствие. Например, пишут, что 5 = 5, так как кружков столько же, сколько квадратов.

Понятие равночисленности множеств лежит и в основе определения отношений «больше на …» и «меньше на…» . Например, чтобы утверждать, что 6 больше 4 на 2, сравнивают два множества, устанавливая взаимно однозначное соответствие между множеством Х, в котором 4 элемента, и подмножеством У1 другого множества У, в котором 6 элементов, и делают вывод: треугольников столько же, сколько кружков, и еще 2. Другими словами, треугольников на 2 больше, чем кружков. 

             
                           Х
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Как уже было сказано, равномощными могут быть и бесконечные множества. 

Замечание.
На первый взгляд кажется парадоксальным тот факт, что можно установить взаимно однозначные соответствия между множеством и его частью: для конечных множеств такая ситуация невозможна. Однако в математике доказано, что для бесконечного множества А всегда найдется такое его подмножество В, что между А и В можно установить взаимно однозначное соответствие. Иногда это утверждение считают определением бесконечного множества. 

Определение. Если бесконечное множество равномощно множеству N натуральных чисел, его считают счетным.

Любое бесконечное подмножество множества N счетно: чтобы пронумеровать его элементы, надо расположить элементы подмножества в порядке возрастание и нумеровать один за другим. Так, счетно множество всех нечетных натуральных чисел, множество натуральных чисел, кратных 5 и др. Счетными  являются также множества всех целых чисел, всех рациональных.

Существуют ли множества, отличные от счетных? Доказано, что бесконечным множеством, не равномощным множеству N натуральных чисел, является множество R всех действительных чисел.

Практические задания

Задание 1

Обязательные задания

1. Сформулируйте условия, при которых истинны следующие высказывания: 1) 5 ( А ( В; 2) 7( А ( В.

2. Известно, что х ( А. Следует ли из этого, что х ( А (В?

3. Известно, что х ( А (В.  Следует ли из этого, что х ( А?

4. Изобразите при помощи кругов Эйлера пересечение множеств А и В, если: 1) А ( В; 2) В ( А; 3) А ( В = (.

5. Найдите пересечение множеств А и В, если: 1) А = (a, b, c, d, e, f(;  ( = (b, e, f, k, l(; 2) А = (26, 39, 5, 58, 17, 81(;  В = (17, 26, 58(; 3) А = (26, 39, 5, 58, 17, 81(;  В = (2, 6, 3, 9, 1, 7(.

6. М – множество однозначных чисел, Р – множество нечетных натуральных чисел. Из каких чисел состоит пересечение данных множеств? Содержатся ли в нем числа – 7 и 9?

7. А – множество точек окружности, B – множество точек прямой а. Из скольких элементов может состоять пересечение данных множеств? Может ли оно быть пустым?

8. Начертите два треугольника так, чтобы их пересечением: а) был треугольник; б) был отрезок; в) была точка.

9. Используя координатную прямую, найдите пересечение множеств решений неравенств, в которых переменная  х – действительное число: 1) х (-2 и х ( 0; 2) х (- 3,7 и  х ( 4; 3) х ( 5 и х (- 7,5; 4) – 2( х( 4 и х ( -1; 5) –7(х ( 5 и - 6 ( х (2.

10. Начертите две фигуры, принадлежащие пересечению множеств С и D, если: а) С – множество ромбов, D – множество прямоугольников; б) С  - множество равнобедренных треугольников, D – множество прямоугольных треугольников.

11. Сформулируйте условия, при которых истинны следующие высказывания: 1) 5((((; 2) 7( А ( В.

12. Известно, что х ( А. Следует ли из этого, что х ( А ( В?

13. Известно, что х ( А (В.  Следует ли из этого, что х ( А?

14. Изобразите при помощи кругов Эйлера объединение множеств А и В, если: 1) А ( (;  2) ( ( (.

15. Найдите объединение множеств А и В, если: 1) А = (a, b, c, d, e, f(; ( = (b, e, f, k, l(; 2) А = (26,39,5,58,17,81(; ( = (17,26,58(; 3) А = (26,39,5,58,17,81(; ( = (2,6,3,9,1,7(.  

16. М – множество однозначных чисел, Р – множество нечетных натуральных чисел. Из каких чисел состоит объединение данных множеств? Содержатся ли в нем числа – 7 и 9?

17. Используя координатную прямую, найдите объединение множеств решений неравенств, в которых переменная  х – действительное число: 1) х (-2 и х ( 0; 2) х ( - 3,7 и  х  ( 4; 3) х ( 5 и х ( - 7,5; 4) – 2 ( х ( 4 и х ( - 1; 5) – 7 ( х ( 5 и - 6 ( х ( 2.

18. Известно, что х ( А (В. Следует ли из этого, что  а) х ( В ( А; б) х ( А ( В;   в) х ( В ( А ?

19. Принадлежит  ли  элемент  х  объединению  множеств (,  (  и  С, если: 1) х((; 2(  х (А  и  х ((; 3) х (А, х (В  и  х (С;  4) х ((,  но  х (С; 5) х ((,  но  х (С   и  х ((?

20. Определите порядок выполнения действий в следующих выражениях: а)  А ( В ( С; б) А  ( В  ( С ( D; в) А ( В ( С; г) А  ( В  ( С ( D.

21. Постройте три круга, представляющие попарно пересекающиеся множества А, В и С, и отметьте штриховкой области, изображающие множества: а) А ( В ( С; б) (А  ( В)  ( С; в) А  ( В  ( С; г) А ( В ( С; д) (А  ( В)  ( С; е) (А  ( С) ( (В  ( С). Для каждого случая сделайте отдельный рисунок.

22. Х – множество двузначных чисел, Y ( множество четных  чисел, Р- множество чисел, кратных 4. Каковы характеристические свойства элементов множеств А = ( (((( и ( ( ((((((((  Изобразите множества (, (, (, А и В при помощи кругов Эйлера. Назовите три числа, принадлежащие множеству А, и три числа, принадлежащие множеству В.

23. А – множество ромбов, В – множество треугольников, С – множество многоугольников, содержащих угол 60(. Начертите две фигуры, принадлежащие множеству Х = ((С(((С. 

24. Проиллюстрируйте, используя круги Эйлера, следующие свойства: а) ассоциативности пересечения множеств; б) дистрибутивности пересечения относительно объединения множеств; в) дистрибутивности объединения относительно пересечения множеств.

25. Среди следующих выражений найдите такие, которые представляют собой равные множества: а) Р ( М ( К; б) Р  ( (М  ( К); в) Р  (  М ( Р ( К; г) (Р  ( М) ( К; д) Р  ( (М  ( К); е) (М  ( Р ) ( (Р  ( К). 

26. Найдите разность множеств А и В, если: а)  А =   (1, 2, 3, 4, 5, 6(, В =   ( 2, 4, 6, 8, 10(; б) А =   (1, 2, 3, 4, 5, 6(, В = (; в) А =   (1, 2, 3, 4, 5, 6(, А =  (1, 2, 3, 4, 5, 6(; г) А =   (1, 2, 3, 4, 5, 6(, В =  (6, 2, 3, 4, 5, 1(.

27. В какие случаях, выполняя предыдущее упражнение, вы находите дополнение множества В до множества А? 

28. Найдите дополнение множества С до множества D, если: 1) С = (а, б, в, г, д, е(; D  = (а, б, в, г, д, е, ж, и(; 2)  С = (41, 42(; D  = (40, 41, 42, 43, 44(; 3). С = (9, 10, 11, 12(; D  = (11, 9, 12, 10(.

29. Даны множества: А – натуральных чисел, кратных 3, В – натуральных чисел, кратных 9. а) Сформулируйте характеристическое свойство элементов множества В’А ;  б) Верно ли, что 123 ( В’А, а 333 ( В’А ?

30. Проиллюстрируйте при помощи кругов Эйлера, что для любых множеств А, В и С верны равенства: а) А \ (В ( С) = (А \ В) ( (А \ С); б) А \ (В ( С) = (А \ В) ( (А \ С); в) (А ( В) \ С= (А \ С) ( (В \ С); г) (А \ В) ( С = (А ( С) \ (В ( С).

31. Х – множество равнобедренных треугольников, У – множество равносторонних треугольников. Начертите два треугольника, принадлежащие множеству Х \ У.

32. Из каких чисел состоит дополнение: 1) множества натуральных до множества целых; 2) множества целых чисел до множества рациональных; 3) множества рациональных чисел до множества действительных?

Творческие задания

1. Сформулировать определение пересечения трех множеств и любого конечного числа множеств.

2. Переформулируйте утверждение х(((( в терминах принадлежности А и В.

3. Найти пересечение множеств А, В, С, если  А=В, В(С

4. Расположите на плоскости два треугольника так, чтобы в пересечении получился: а) треугольник, б) четырехугольник, в) шестиугольник; г) пятиугольник.

5. Докажите справедливость свойств А((((((=А, А((((((=А

6. О какой операции и над какими множествами идет речь в следующих задачах: а) У Коли 10 книг, 2 книги он подарил товарищу. Сколько книг осталось у Коли? б) В зале было 100 стульев. После того как вынесли несколько стульев, в зале осталось 86 стульев. Сколько стульев вынесли из зала?

7. В классе 36 учеников. Известно, что мальчиков – 21 человек, занимающихся в кружках – 20 человек, хорошистов – 22 человека, причем каждый ученик в классе входит в какую-либо из перечисленных групп. Мальчиков и занимающихся в кружках – 11 человек, занимающихся в кружках и хорошистов – 13 человек. Сколько мальчиков в классе занимаются в кружках и учатся без троек?

Задание 2

Обязательные задания

1. Вычислив длины заданных отрезков, учащийся записал: АВ = 7см, СD = 12 см, KL  = 15cм,  XY= 12см. Соответствие между какими множествами он установил? Задайте это соответствие при помощи предложения с двумя переменными и графа. 

2. Даны множества: Х = (2,5(, Y = (3,6(. Перечислите элементы декартова произведения данных множеств и образуйте все подмножества полученного множества. Какое из подмножеств задает соответствие: а) «больше»; б) «меньше»; в) «меньше на 1»; г) «меньше в 3 раза»?

3. Соответствие «число х в два раза больше числа у» рассматривается между множествами Х и Y . Каким будет его график, если: а) Х = (2,4,6,8(, Y  = N;  б) Х = (2,8(, Y  = R;  в) Х = Y  = R.

4. Множества Х = (1,3,4,6( и Y = (0,1( находятся в соответствии S = ((1,1), (3,0), (3,1), (4,0), (4,1), (6,1)(. Задайте соответствие S-1, обратное соответствию S, и постройте на одном чертеже их графики.

5. Между множествам Х – углов треугольника АВС и множеством Y  – его сторон задано соответствие Т – «угол х лежит против стороны у». Задайте соответствие  Т-1, обратное соответствию Т, при помощи: а) предложения с двумя переменными; б) графа.

6. Задайте при помощи графа соответствия между множествами Х = (а, б, с( и Y  = (2, 4, 6( так, чтобы одно из них было взаимно однозначным.

7. Даны множества: А= (1,2,5(, В = (3,7(. Найдите А(( и В(А. Верно ли, что найденные множества равномощны?

8. Докажите, что множество А счетно, если: а) А = (9, 10, 11, 12,…(; б) А = (а (а = 3п, п (((; в) А = (а (а = п2, п (((.
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Покажите, что выполняя нижеприведенные задания, учащиеся начальных классов используют понятие равночисленности множеств: а) У Димы было 28 марок, а у Коли на 7 марок больше. Сколько марок было у Коли? б) У Маши 9 игрушек, а у Риты на 2 меньше. Сколько игрушек у Риты? в) Для детского сада купили 4 зеленых мяча, а красных в 3 раза больше, чем зеленых. Сколько красных мячей купили детям? г) Для детского сада купили 15 красных мячей, а зеленых в 3 раза меньше. Сколько зеленых мячей купили детям? д) Нарисуй на другой фигуре столько же точек, сколько на первой (точки не пересчитывать).

е) Нарисуй, не считая, столько же квадратов и столько же отрезков, сколько на рисунке треугольников.

Творческие задания

1. Сколько взаиМно однозначных соответствий можно установить между двумя множествами. Состоящими из двух элементов? Из трех элементов?

2. Установите взаимно однозначное соответствие между множеством ( и множеством ( \ (; где Р – множество натуральных чисел от 1 до п.

3. Является ли множество всех целых чисел счетным? 

Задание 3

Выполните задание согласно варианту.

1 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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2. Найти [image: image153.wmf];;;;
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image155.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

2 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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2. Найти [image: image158.wmf];;;;
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image160.emf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

3 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image165.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

4 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image170.wmf]()\
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{3;7;8;6;0};{|;06};{|;37}MPxxRxTxxRx

.

Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

5 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image175.wmf]()\
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{3;7;8;6;0};{|;06};{|;37}MPxxRxTxxRx

.

Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

6 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image180.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

7 вариант
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1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image184.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

8 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image189.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

9 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image194.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

10 вариант

1. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
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3. Даны множества M, P, T. Каким будет множество [image: image199.wmf]()\
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Найдите его. Изобразите его с помощью кругов Эйлера.

Контрольные вопросы

1. Понятие соответствия между  множествами.

2. Способы задания соответствий.

3. Соответствие обратное  данному. 

4. Взаимно однозначное соответствие.

5. Равномощные множества. Счетные множества.

6.        Понятие соответствия между  множествами.

7.        Способы задания соответствий.

8.         Соответствие обратное  данному. Взаимно однозначное соответствие.

9.        Равномощные множества. Счетные множества.

Практическая работа №5
Логика предикатов.

Цель: отработать навыки определения логического значения для высказываний типов (x P(x), (x P(x), (x (y P(x, y), (x (y P(x, y); построения отрицаний к предикатам; формализации предложений с помощью логики предикатов.

Практические задания

Задание 1. Пусть х определен на множестве людей М, а Р(х) – предикат «х – смертен». Дать словесную формулировку предикатной формулы 
[image: image201.wmf])
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Задание 2. Пусть Р(х) – предикат «х – четное число», определенный на множестве М. Дать словесную формулировку высказыванию 
[image: image202.wmf])
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, определить его истинность.

Задание 3. Пусть N(х) – предикат «х – натуральное число». Рассмотреть варианты навешивания кванторов. Проинтерпретировать полученные высказывания и определить их истинность.

Задание 4. Записать предикатной формулой предложение «Любой человек имеет отца».

Задание 5. Пусть предикат Р(х, у) описывает отношение «х любит у» на множестве людей. Рассмотреть все варианты навешивания кванторов на обе переменные. Дать словесную интерпретацию полученных высказываний.
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Контрольные вопросы

1. Что называется предикатом? Приведите примеры предикатов.

2. Что называется множеством истинности предиката?

3. Какие предикаты называются одноместными, двуместными, n-местными? Как они обозначаются? Приведите примеры.

4. Перечислите операции, которые можно осуществлять над предикатами.

5. Что называют конъюнкцией двух предикатов?

6. Что называют дизъюнкцией двух предикатов?

7. Что называют импликацией двух предикатов?

8. Что называют эквиваленцией двух предикатов?

9. Что называют отрицанием предиката?

10. Какие предикаты называются равносильными? Приведите примеры равносильных предикатов.

Практическая работа №6-7
Понятие подстановки. Формула количества подстановок. Циклическое разложение подстановки. Решение задач на запись циклического разложения подстановки.
Цель: Познакомить студентов с методами перечислений классов эквивалентности, возникающих в результате действия группы.

Теоретические обоснования

Пусть X – конечное множество из n элементов, т.е. 
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. Поскольку мы договорились не говорить, что из себя представляют элементы множества X, то пусть 
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Рассмотрим биективное отображение
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множества X в X. Обозначим 
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 – множество всех биективных отображений X в X. Покажем, что 
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 – группа. Она называется симметрической группой или группой перестановок.

Определение. Биективное отображение ( конечного множества Х в Х называется перестановкой (подстановкой).

Чтобы задать перестановку ( необходимо:

· задать конечное множества X, которое будет называться областью определения перестановки 
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· задать алгоритм перестановки, т.е. для каждого элемента i из области определения перестановки необходимо указать тот элемент 
[image: image221.wmf](
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, в который он переходит под действием перестановки, причем так, чтобы различные элементы при перестановке не переходили в самих себя.

Обычно перестановка ( изображается в виде следующей таблицы
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состоящей из области определения перестановки (прообразов) 
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 – верхняя строка, и области значений (образов) 
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где 
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Если n – фиксировано, то часто в записи перестановки используется только последняя строка, которая однозначно определяет перестановку.

Пример. Для обозначения перестановок используются символы (,(,(,... . 

Пусть 
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Замечание. Сама перестановка ( не зависит от того, в какой последовательности выписаны пары, т.е.  
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Определение. Две подстановки называются равными, если их области определения совпадают, и каждый элемент их общей области определения они переводят в один и тот же элемент области значений.

Определение. Перестановка  e  называется единичной, если под действием ее все элементы множества ( переходят сами в себя.
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Операции на перестановках.

На множестве всех перестановок 
[image: image233.wmf](
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 можно задать операцию, называемую умножением, такую, что 
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Эту операцию определим в соответствии с общим правилом композиции отображений: 
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Пример. Пусть
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тогда
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Вывод: 
[image: image238.wmf],
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 т.е. операция умножения перестановок не коммутативна.

Замечание. Ассоциативность операции умножения перестановок выполняется – это означает, что если 
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Определение. Перестановка 
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-

s

 называется обратной к перестановке (, если 


[image: image241.wmf]e

1

1

=

ss

=

s

s

-

-

.

Определим алгоритм получения обратной перестановки. 
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Таким образом, для получения обратной перестановки достаточно заменить местами области определения и области значения, т.е. поменять строки в перестановке.

Замечание. Область определения обратной перестановки  
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Пример. Найдем перестановку 
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Очевидно, что в данном случае 
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, следовательно, обратная перестановка получена правильно.

Порядок  группы  Sn. Пусть 
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Общее число выборов 
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Третий элемент перестановкой 
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 остается только один свободный элемент, следовательно, количество различных перестановок, а, следовательно, и количество элементов в группе 
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1.1.2 Разложение перестановок, циклы, транспозиции

Выясним, как “ведет себя” перестановка в области определения. Рассмотрим произвольную перестановку 
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S

4

Î

t



[image: image263.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

t

1

2

3

4

4

3

2

1

.

Эта перестановка переводит единицу в четверку, четверку в единицу, двойка переходит в тройку, а тройка в двойку.

Если все перечисленные замены записать в той последовательности, в которой мы их производили, то рассматриваемая перестановка примет вид: 
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Нетрудно заметить, что перестановка ( оказалась, по существу, разложенной на две части. 
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Это означает, что наша перестановка состоит из двух независимых частей, каждая из которых перемещает элементы, принадлежащие её собственной области определения (рис. 1).
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Рис. 1 – Разложение перестановки 
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Именно потому, что обе части перестановки ( независимы, совершенно безразлично, какую из перестановок
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выполнять первой, а какую второй. Если перестановки 
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выполнять последовательно одну за другой, то такие действия можно рассматривать, как умножение перестановок. Однако до сих пор мы говорили об умножении перестановок в тех случаях, когда области определения перестановок совпадали. Здесь же области определения перестановок различны. 

Преодолеть возникшую проблему не составляет труда: условимся считать, что наши перестановки переводят каждый “недостающий” элемент в самого себя.

Таким образом, перестановка ( допускает следующее разложение в произведение двух независимых перестановок:
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Легко заметить, что в данном разложении нижние строки совершенно излишни. Действительно, верхние строки состоят из тех же элементов, что и нижние, причем каждый элемент под действием перестановки переходит в следующий. Это позволяет представить нашу перестановку в виде
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Перестановки, стоящие в правой части, называются независимыми циклами, а представление перестановки
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называется разложением перестановки 
[image: image274.wmf]t

 в произведение независимых циклов. 

Определение. Длиной цикла называется количество входящих в него элементов (в данном случае циклы имеют длину, равную двум).

 Перестановка 
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допускает разложение только в один цикл 
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Разложение перестановки ( в произведение независимых циклов эквивалентно разбиению множества ( на непересекающиеся классы
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Теорема. Каждая перестановка 
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Замечание. Длина каждого k-го цикла – 
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,больше или равна двум. Если цикл 
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 имеет длину равную единице, то он действует как единичная перестановка и его в произведении (5) естественно опускать.

Например, перестановку
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можно представить в виде 
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Запись перестановки ( в виде произведения независимых циклов (5) позволяет легко найти порядок перестановки
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Следствие 1. Порядок 
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[image: image292.wmf]q

=

>

p

<

) равен наименьшему общему кратному (НОК) длин независимых циклов, входящих в разложение (.
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Пример. Определить порядок перестановки 
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Решение. Представим перестановку ( в виде произведения независимых циклов, т.е.
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Длины независимых циклов
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Следовательно, порядок рассматриваемой перестановки 
[image: image300.wmf]π

 равен 28.

Практические задания

Методические указания. Найдем цикловой индекс группы самосовмещений куба. Эта группа содержит 24 элемента, а именно:

1) тождественное вращение; циклическая структура 
[image: image301.wmf]6
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;

2) 3 нетождественных вращения вокруг каждой из 3 осей, соединяющих середины противоположных граней, - итого 9 вращений; 3 – циклической структуры 
[image: image302.wmf]1
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;

3) 2 нетождественных вращения вокруг каждой из 4 осей, соединяющих противоположные вершины; циклическая структура 
[image: image303.wmf]2
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;

4) 1 нетождественное вращение вокруг каждой из 6 осей, проходящих через середины противоположных ребер; циклическая структура 
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Цикловой индекс группы
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Задачи.

1. Найти цикловой индекс группы самосовмещений тетраэдра, действующей на множестве его граней.

2. Найти число различных раскрасок граней тетраэдра в 2 цвета, использующих каждый цвет дважды.

Контрольные вопросы

Группы, действие группы на множестве, орбиты,  лемма Бернсайда, цикловой индекс, теорема Пойа. 

Практическая работа №8 

Модификации метода математической индукции.
Цель: научиться использовать метод математической индукции для доказательства утверждений.
Теоретические обоснования
Индукция (induction – по-латыни наведение) наглядно иллюстрируется известной легендой о том, как Исаак Ньютон сформулировал закон всемирного тяготения после того, как ему на голову упало яблоко. Ещё пример из физики: в таком явлении, как электромагнитная индукция, электрическое поле создает, «наводит» магнитное поле. «Ньютоново яблоко» – типичный пример ситуации, когда один или несколько частных случаев, то есть наблюдения, «наводят» на общее утверждение, общий вывод делается на основании частных случаев. Индуктивный метод является основным для получения общих закономерностей и в естественных, и в гуманитарных науках. Но он имеет весьма существенный недостаток: на основании частных примеров может быть сделан неверный вывод. 

Лейбниц в 17 веке доказал, что при всяком целом положительном n число [image: image306]делится на 3, число[image: image307]делится на 5 и т.д. На основании этого он предположил, что при всяком нечётном k и любом натуральном n число [image: image308]делится на k, но скоро сам заметил, что [image: image309]не делится на 9.

Рассмотренный пример позволяют сделать важный вывод: утверждение может быть справедливым в целом ряде частных случаев и в то же время несправедливым вообще. Вопрос о справедливости утверждения в общем случае удается решить посредством применения особого метода рассуждений, называемого методом математической индукции (полной индукции, совершенной индукции).

Принцип математической индукции.
♦ В основе метода математической индукции лежит принцип математической индукции, заключающийся в следующем:

1) проверяется справедливость этого утверждения для n=1 (базис индукции),
2) предполагается справедливость этого утверждения для n=k, где k – произвольное натуральное число 1 (предположение индукции), и с учётом этого предположения устанавливается справедливость его для n=k+1.
Доказательство. Предположим противное, то есть предположим, что утверждение справедливо не для всякого натурального n. Тогда существует такое натуральное m, что:

1) утверждение для n=m несправедливо,

2) для всякого n, меньшего m, утверждение справедливо (иными словами, m есть первое натуральное число, для которого утверждение несправедливо).

Очевидно, что m>1, т.к. для n=1 утверждение справедливо (условие 1). Следовательно, [image: image310]– натуральное число. Выходит, что для натурального числа[image: image311]утверждение справедливо, а для следующего натурального числа m оно несправедливо. Это противоречит условию 2. 
Заметим, что в доказательстве использовалась аксиома о том, что в любой совокупности натуральных чисел содержится наименьшее число.

Доказательство, основанное на принципе математической индукции, называется методом полной математической индукции.
Метод полной математической индукции применяется для доказательства некоторых неравенств. 
Пример 1. Доказать, что при любом натуральном n верно равенство: 

                         
[image: image312.wmf].
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Доказательство. 1) Начало индукции. Проверяем утверждение при n = 1

                                                                                 
[image: image313.wmf].
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Неравенство выполняется.

                           2) Индуктивное допущение. Предположим, что равенство верно при n = k, т. е. 
[image: image314.wmf].
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                           3) Индуктивный шаг. Докажем утверждение при n = k +1:


[image: image315.wmf].
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Таким образом, что доказываемое утверждение справедливо при n = k + 1. По методу математической индукции получаем, что утверждение справедливо при любом 
[image: image316.wmf].
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Применение метода математической индукции в задачах на делимость.

Пример 2. Доказать, что при любом натуральном n значение выражения n 3 + 11n делится на 6.

Доказательство. 1) Начало индукции. Проверим утверждение при n = 1.                                          

                                                1 3 + 11∙ 1 = 12

Так как 12 : 6 = 2, то утверждение справедливо при n = 1.

                           2) Индуктивное допущение. Предположим, что утверждение справедливо при n = k, т. е. выражение k 3 + 11k делится на 6.

                           3) Индуктивный шаг. Докажем, что  утверждение  выполняется при  

n = k +1.

              (k+1) 3 + 11(k+1) = k 3 + 3k 2 + 3k + 1 + 11k + 11 = (k 3 + 11k) + 3k(k + 1) + 12.

Первое слагаемое делится на 6. При любом натуральном k одно из чисел к ним k + 1 является чётным, поэтому второе слагаемое делится на 6. Третье слагаемое делится на 6.

По методу математической индукции получаем, что утверждение справедливо при любом 
[image: image317.wmf].
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Применение метода математической индукции в задачах на доказательства неравенств.

Пример 3. Доказать, что при любом натуральном n ≥ 3 выполняется неравенства

                                                                      3 n > 2 n + 3n.

Доказательство. 1) Начало индукции. Проверим утверждение при n = 3: 3 3 > 2 3 + 3∙3 – выполняется.

                            2) Индуктивное допущение. Предположим, что утверждение справедливо при n = k, т. е.3 k > 2 k + 3k
.                           3) Индуктивный шаг. Докажем, что  утверждение  выполняется при  

n = k +1. Для этого обе части неравенства 3 k > 2 k + 3k умножим на 3. Получаем:

3 л + 1 > 3 ∙ 2 k + 9k = (2 + 1) 2 k + 3(k + 1) + 6k – 3 = 2 ∙ 2 k + 3(k + 1) + 2 k + 3(2k – 1) > 2 k + 1 +  + 3(k + 1).

Таким образом, что доказываемое утверждение справедливо при n = k + 1. По методу математической индукции получаем, что утверждение справедливо при любом натуральном n ≥ 3.

Применение метода математической индукции в задачах на суммирование.

Пример 4. Вычислить сумму первых n нечетных чисел натурального ряда.

Решение. S(1) = 1, S(2) = 1 + 3 = 4, S(3) = 1 + 3 + 5 = 9, S(4) = 1 + 3 + 5 + 7 = 16, S(5) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25. Замечаем, что сумма первых n нечетных чисел натурального ряда равна n2, т.е. S(n) = n2.

Докажем это.

1) Для n = 1 формула верна.

2) Предположим, что она верна для какого-либо натурального n = k, т.е. S(k) =k2.

Докажем, что тогда она будет верна и для n = k +1, т.е. S(k+1)  = (k + 1)2:S(k + 1) = 1 + 3 + 5 +…+(2k – 1) + (2k + 1) = S(k) + (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

Следовательно, формула верна для всех натуральных значений n, т.е. S(n) = n2.   

Практические задания

Доказать следующие утверждения используя метод математической индукции (n,m  - натуральные)

· 7n+3n-1 делится на 9

· Сумма кубов 3 последовательных натуральных чисел делится на 

· n3+5n делится на 6 

· 1+3+6+... 
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· 32n+1+40n-67 делится на 64

· (n+1)(n+2)...(n+n)=2n *1*3*...*(2n-1)

· 
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Практическая работа №9
Операции над вычетами.

Цель:  научиться выполнять операции в алгебре вычетов. Приложение алгебры вычетов к простейшим криптографическим шифрам   
Практическое задание

Найти такое число d ¹ 1, на которое делятся чис​ла 6п + 5 и 9л + 2. При каком значении  п. это деление возможно?

Для степени  y=2n (n–натуральное число) установить классы сравнимости. Установить зависимость последней цифры этой степени от ее показателя.

Алгоритм действий:

Вычетом числа a по модулю m называется остаток от деления  a на m
Из определения видно, что вычеты связаны с делением с остатком.

Разделить натуральное число a на нату​ральное число b с остатком означает yнайти неотрицательные числа два числа q и г, причем г < b  такие, что  выполняется равенство

а = q·b + г

Так для чисел 187 и 12 соответствуют  два числа 15 и 7, такие, что 187= 15·12+7. Это равенство часто записывается в виде 187:12 = 15(ост. 7).

Напишем названия компонентов деления с остатком:

а – делимое, b- делитель, q- частное, r – остаток.

Рассмотрим  еще примеры:

а = - 12,   b = 8          ®        -12 = (- 2) · 8 + 4,                  q= -2,  r=4

а = - 324, b = - 15     ®        — 324 = 22 · (- 15) + 6            q=22,   r=6

a = 4,       b=10          ®        4=0·10+4                               q=0,     r=4

a = 12,     b = 4           ®        12=4·3+0                               q=4,     r=0

Число a делится нацело на b, если остаток r = 0  или,  а = qb. .Причем отношение «делиться на цело» обозначается .

Теорема. Если а и b делятся на с, то при любых целых k и j сумма ka + jb делится нас.
Практическая работа №10
Генерирование комбинаторных объектов заданного типа.

Цель: научиться осуществлять генерирование комбинаторных объектов заданного типа

Теоретические обоснования

Генерация k-элементных подмножеств

[image: image321.wmf])
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В комбинаторике такие подмножества называют сочетаниями из n элементов по k элементов и обозначают Cnk . Их количество выражается следующей формулой:

Однако при программировании гораздо удобнее использовать следующие рекуррентные соотношения:

Объясняется это тем, что в формуле (1) числитель и знаменатель растут очень быстро, поэтому в силу особенностей компьютерной арифметики не всегда возможно точно вычислить значение Cnk, даже когда последнее не превосходит максимально представимое целое число.

При фиксированном значении n максимального значения число сочетаний достигает при k = n/2 (вернее, для четного n максимум один и он указан, а для нечетного — максимум достигается на двух соседних значениях k: [n/2] и 
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[n/2]+1). Поэтому особенно полезной оказывается следующая оценка для четных n [4] (очевидно, что при нечетных n отличия будут минимальными), основанная на формуле Стирлинга:

Если допустить, что за время, отведенное для решения задачи, мы можем перебрать около 106 вариантов, то из формулы (3) следует, что генерацию всех сочетаний из n элементов для любого фиксированного k можно проводить для n ( 24.
Обычно генерацию всех k-элементных подмножеств проводят в лексикографическом порядке, тем более что в данном случае это не приводит ни к усложнению алгоритма, ни к увеличению его вычислительной трудоемкости. Напомним, что порядок подмножеств называется лексикографическим, если для любых двух подмножеств справедливо, что раннее должно быть сгенерировано то из них, из индексов элементов которого можно составить меньшее k-значное число в n-ричной системе счисления (или в десятичной, для n < 10). Так, для n = 6 и k = 3 сочетание из третьего, первого и пятого элемента должно быть сгенерировано раньше, чем из второго, третьего и четвертого, так как 135 < 234.

Рассмотрим рекурсивный алгоритм решения данной задачи. Идея сведения данной задачи к задаче меньшей размерности следующая. Первым элементом подмножества может быть любой элемент, начиная с первого и заканчивая (n – k + 1)-м элементом. После того, как индекс первого элемента подмножества зафиксирован, осталось выбрать k – 1 элемент из элементов с индексами, большими, чем у первого. Далее поступаем аналогично. Когда выбран последний элемент, то мы достигли конечного уровня рекурсии и выбранное подмножество можно обработать (проанализировать или распечатать). В предлагаемой ниже программе массив a содержит значения элементов исходного множества и может быть заполнен произвольным образом. В массиве p будем формировать очередное сочетание из k элементов.

const nmax = 24;

type list = array[1..nmax] of integer;var k,i,j,n,q : integer;a,p : list;procedure print(k : integer);

var i:integer;beginfor j:=1 to k dowrite(p[j]:4);writelnend;{print}

procedure cnk(n,k : integer);procedure gen(m,L : integer);var i:integer;beginif m=0 then print(k) elsefor i:=L to n-m+1 dobegin

p[k-m+1]:=a[i];

gen(m-1,i+1)

end

end;{gen}

begin {cnk}gen(k,1)end;{cnk}begin {main}readln(n,k);for i:=1 to n doa[i]:=i;{заполнить массив можно и по-другому}

cnk(n,k)

end.

Заметим, что собственно генерация сочетаний производится в рекурсивной подпрограмме gen. Она имеет следующие параметры: m - сколько элементов из множества нам еще осталось выбрать и L - начиная с какого элемента исходного множества, следует выбирать эти m элементов. Обратите внимание, что именно вложенная структура описания процедур cnk и gen позволяет не передавать при рекурсивных вызовах значения n и k, а из основной программы обращаться к процедуре cnk с параметрами, соответствующими постановке задачи, не вдаваясь в подробности ее решения. Такой способ будем применять и в дальнейшем.

Генерация всех подмножеств данного множества

При решении олимпиадных задач чаще всего заранее неизвестно, сколько именно элементов исходного множества должно входить в искомое подмножество, то есть необходим перебор всех подмножеств. Однако, если требуется найти минимальное подмножество, то есть состоящее как можно из меньшего числа элементов (или максимальное подмножество), то эффективнее всего организовать перебор так, чтобы сначала проверялись все подмножества, состоящие из одного элемента, затем из двух, трех и т. д. элементов (для максимального подмножества — в обратном порядке). В этом случае, первое же подмножество, удовлетворяющее условию задачи и будет искомым, и дальнейший перебор следует прекратить. Для реализации такого перебора можно воспользоваться, например, процедурой cnk, описанной в предыдущем разделе. Введем в нее еще один параметр: логическую переменную flag, которая будет обозначать, удовлетворяет текущее сочетание элементов условию задачи или нет. При получении очередного сочетания вместо его печати обратимся к процедуре его проверки check, которая и будет определять значение флага. Тогда начало процедуры gen следует переписать так:

procedure gen(m,L:integer);

var i:integer;

begin

if m=0 then

begin

check(p,k,flag);

if flag then exit

end

else ...

Далее процедура дословно совпадает с предыдущей версией. В основной же программе единственное обращение к данной процедуре следует заменить следующим фрагментом:

k:=0;

flag:=false;

repeat

k:=k+1;

cnk(n,1,flag)

until flag or (k=n);

if flag then print(k)

else writeln('no solution');

Очевидно также, что в основной программе запрос значения переменной k теперь не производится.

Существует также альтернативный подход к перебору всех подмножеств того или иного множества. Каждое подмножество можно охарактеризовать, указав относительно каждого элемента исходного множества, принадлежит оно данному подмножеству или нет. Сделать это можно, поставив в соответствие каждому элементу множества 0 или 1. То есть каждому подмножеству соответствует n-значное число в двоичной системе счисления (строго говоря, так как числа могут начинаться с произвольного количества нулей, которые значащими цифрами не считаются, то следует заметить, что в соответствие ставятся n- или менее - значные числа). Отсюда следует, что полный перебор всех подмножеств данного множества соответствует перебору всех чисел в двоичной системе счисления. Теперь легко подсчитать и количество различных подмножеств данного множества. Оно равно 2n – 1 (или 2n, с учетом пустого множества). Таким образом, сопоставляя два способа перебора всех подмножеств данного множества, мы получили следующую формулу:


То есть, в рамках сделанной выше оценки на количество допустимых вариантов в переборе, мы можем рассмотреть все подмножества исходного множества только при n ( 20.

Прежде, чем перейти к рассмотрению программ, соответствующих второму способу перебора, укажем, когда применение этих программ целесообразно. Во-первых, данные программы легко использовать, когда необходимо в любом случае перебрать все подмножества данного множества (например, требуется найти все решения удовлетворяющие тому или иному условию). Во-вторых, когда с точки зрения условия задачи не имеет значения, сколько именно элементов должно входить в искомое подмножество. На примере такой задачи мы и напишем программу генерации всех подмножеств исходного множества в лексикографическом порядке. Задача взята из книги [5].

Условие. Дан целочисленный массив a[1..N] (N ( 20) и число M. Найти подмножество элементов массива a[i1], a[i2], ...a[ik] такое, что 1 ( i1 < i2 < i3 < ... < ik ( N и a[i1] + a[i2] + ... + a[ik] = M.

Решение. В качестве решения приведем процедуру генерации всех подмножеств, которые можно составить из элементов массива и функцию проверки конкретного подмножества на соответствие условию задачи.

function check(j:longint):boolean;

var k:integer; s:longint;

begin

s:=0;

for k:=1 to n do

if ((j shr (k-1))and 1)=1 {данное условие означает, что в

k-й справа позиции числа j, в 2-й системе, стоит 1}

then s:=s+a[k];

if s=m then

begin

for k:=1 to n do

if ((j shr (k-1))and 1)=1 then write(a[k]:4);

writeln

end

end;

procedure subsets(n:integer);

var q,j:longint;

begin

q:=1 shl n; {таким образом мы помещаем в q число 2^n}

for j:=1 to q-1 do {цикл по всем подмножествам}

if check(j) then exit

end;

Заметим, что если все элементы в массиве положительные, то, изменив порядок рассмотрения подмножеств, решение приведенной выше задачи можно сделать более эффективным. Так, если сумма элементов какого-либо подмножества уже больше, чем M, то рассматривать подмножества, включающие его в себя уже не имеет смысла. Пересчет же сумм можно оптимизировать, если каждое следующее сгенерированное подмножество будет отличаться от предыдущего не более, чем на один элемент (такой способ перечисления подмножеств показан в [2]). Приведенная же программа черезвычайно проста, но обладает одним недостатком: мы не можем ни в каком случае с ее помощью перебирать все подмножества множеств, состоящих из более, чем 30 элементов, что обусловлено максимальным числом битов, отводимых на представление целых чисел в Турбо Паскале (32 бита). Но, как уже было сказано выше, на самом деле, перебор всех подмножеств у множеств большей размерности вряд ли возможен за время, отведенное для решения той или иной задачи.

Генерация всех перестановок n-элементного множества

Количество различных перестановок множества, состоящего из n элементов равно n!. В этом нетрудно убедиться: на первом месте в перестановке может стоять любой из n элементов множества, после того, как мы на первом месте зафиксировали какой-либо элемент, на втором месте может стоять любой из n – 1 оставшегося элемента и т.д. Таким образом, общее количество вариантов равно n(n – 1)(n – 2)...3(2(1 = n!. То есть рассматривать абсолютно все перестановки мы можем только у множест, состоящих из не более, чем 10 элементов.

Рассмотрим рекурсивный алгоритм, реализующий генерацию всех перестановок в лексикографическом порядке. Такой порядок зачастую наимболее удобен при решении олимпиадных задач, так как упрощает применение метода ветвей и границ, который будет описан ниже. Обозначим массив индексов элементов — p. Первоначально он заполнен числами 1, 2, ..., n, которые в дальнейшем будут меняться местами. Параметром i рекурсивной процедуры Perm служит место в массиве p, начиная с которого должны быть, получены все перестановки правой части этого массива. Идея рекурсии, в данном случае следующая: на i-ом месте должны побывать все элементы массива p с i-го по n-й и для каждого из этих элементов должны быть получены все перестановки остальных элементов, начиная с (i+1)-го места, в лексикографическом порядке. После получения последней из перестановок, начиная с (i+1)-го места, исходный порядок элементов должен быть восстановлен. 

{описание переменных совпадает с приведенным выше}

procedure Permutations(n:integer);

procedure Perm(i:integer);

var j,k:integer;

begin

if i=n then

begin for j:=1 to n do write(a[p[j]],' '); writeln end

else

begin

for j:=i+1 to n do

begin

Perm(i+1);

k:=p[i]; p[i]:=p[j]; p[j]:=k

end;

Perm(i+1);

{циклический сдвиг элементов i..n влево}

k:=p[i];

for j:=i to n-1 do p[j]:=p[j+1];

p[n]:=k
end

end;{Perm}

begin {Permutations}

Perm(1)

end;

begin {Main}

readln(n);

for i:=1 to n do p[i]:=i;

a:=p; {массив a может быть заполнен произвольно}

Permutations(n)

end.

Заметим, что в данной программе массив p можно было и не использовать, а переставлять непосредственно элементы массива a.

Разбиения множества

Число разбиений n-элементного множества на k блоков произвольного размера, но таких, что каждый элемент множества оказывается “приписан” к одному из блоков, выражается числом Стирлинга второго рода S(n,k) [6,7]. Очевидно, что S(n,k) = 0 для k > n. Если согласиться, что существует только один способ разбиения пустого множества на нулевое число непустых частей, то S(0,0) = 1 (именно такая договоренность, как и в случае с факториалом, приводит в дальнейшем к универсальным формулам). Так как при разбиении непустого множества нужна, по крайней мере, одна часть, S(n,0) = 0 при n > 0. Отдельно интересно также рассмотреть случай k = 2. Если непустое множество разделили на две непустые части, то в первой части может оказаться любое подмножество исходного множества, за исключением подмножеств, включающих в себя последний элемент множества, а оставшиеся элементы автоматически попадают во вторую часть. Такие подмножества можно выбрать 2n-1 – 1 способами, что и соответствует S(n,2) при n > 0. 

Для произвольного k можно рассуждать так. Последний элемент либо будет представлять из себя отдельный блок в разбиении и тогда оставшиеся элементы можно разбить уже на k – 1 частей S(n – 1,k – 1) способами, либо помещаем его в непустой блок. В последнем случае имеется kS(n – 1,k) возможных вариантов, поскольку последний элемент мы можем добавлять в каждый блок разбиения первых n - 1 элементов на k частей. Таким образом

S(n,k) = S(n – 1, k – 1) + kS(n – 1, k), n > 0.
(5)

Полезными могут оказаться также формулы, связывающие числа Стирлинга с биномиальными коэффициентами, определяющими число сочетаний:


Если же значение k теперь не фиксировать и рассмотреть все разбиения n-элементного множества, то их количество выражается числом Белла
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По формулам (7) можно подсчитать, что в рамках принятых выше допущений можно построить все разбиения множества, состоящего не более чем из 15 элементов (B15=1382958545).

Перейдем теперь к рассмотрению способа генерации всех разбиений исходного множества. Прежде всего, следует договориться о том, как обозначать текущее разбиение. Так как в каждом из разбиений участвуют все элементы исходного множества, будем в массиве индексов p записывать в какой блок попадает каждый из элементов в текущем разбиении. Параметр i в рекурсивной процедуре part означает, что на текущем шаге мы именно i-ый элемент будет размещать в каждом из допустимых для него блоков, а j как раз и определяет максимальный номер допустимого блока. После того, как i-ый элемент помещен в один из блоков, рекурсивно решается такая же задача уже для следующего элемента (в данном случае фактически работает универсальная схема перебора с возвратом [8]).

procedure partition(n : integer; var p:list);

procedure part(i, j: integer);

var l: integer;

begin

if i > n then print(n, p) else

for l := 1 to j do

begin

p[i] := l;

if l = j then part(i+1, j+1)

else part(i+1, j)

end

end; {part}

begin {partition}

part(1,1)

end;

Как ни странно, в данном случае процедура print оказывается совсем не тривиальной, если требуется печатать (или анализировать) элементы каждого из блоков разбиения в отдельности. Поэтому приведем возможный вариант ее реализации (как и ранее, распределяли по блокам мы индексы, а печатаем или анализуруем сами элементы исходного массива a):

procedure print(n:integer; var p:list);

var i,j,imax:integer;

begin

imax:=1;{определяем количество блоков в разбиении}

for i:=2 to n do

if p[i]>imax then imax:=p[i];

for i:=1 to imax do {цикл по блокам}

begin

for j:=1 to n do

if p[j]=i then write(a[j]:4);

write('   |') {блок напечатан}

end;

writeln {разбиение напечатано}

end;

Вложенного цикла можно избежать, если требуется, например, подсчитать сумму элементов в каждом из блоков. Тогда, используя дополнительный массив, мы, просматривая элементы массива a последовательно, будем увеличивать значения суммы для блока, соответствующего рассматриваемому элементу (аналогично операции, осуществляемой в алгоритме сортировки подсчетом).

Если при этом рассматривать массив p как n-значное число n-ричной системе счисления, то можно ввести понятие лексикографического порядка для разбиений множества и ставить задачи определения номера разбиения и обратную ей. Как и ранее (см. [1-3]), они решаются методом динамического программирования и не используют непосредственную генерацию всех разбиений.

Для полноты рассмотрения данной темы самостоятельно измените процедуру partition так, чтобы она генерировала все разбиения, состоящие не более чем из k блоков. После этого напишите процедуру разбиения множества уже на ровно k непустых частей.

2 Олимпиадные задачи, использующие комбинаторные конфигурации

Пример 1. На одном острове Новой Демократии каждый из его жителей организовал партию, которую сам и возглавил. Отметим, что к всеобщему удивлению даже в самой малочисленной партии оказалось не менее двух человек. К сожалению, финансовые трудности не позволили создать парламент, куда вошли бы, как предпологалось по Конституции острова, президенты всех партий. Посовещавшись, Островитяне решили, что будет достаточно, если в парламенте будет хотя бы один член каждой партии. Помогите Островитянам организовать такой, как можно более малочисленный парламент, в котором будут представлены члены всех партий.

Исходные данные: каждая партия и, соответственно, ее президент имеют одинаковый порядковый номер от 1 до N (4 ( N ( 150). Вам даны списки всех N партий Острова Новой Демократии. Выведите предлагаемый Вами парламент в виде списка номеров его членов. (Олимпиада стран СНГ, г. Могилев, 1992 г.)

Решение: с теоретической точки зрения, данная задача совпадает с задачей генерации всех подмножеств из множества жителей острова новой демократии. Причем наиболее подходящим кажется первый подход к решению данной задачи, связанный с генераций различных сочетаний, начиная с одного жителя. Для полноты изложения этого подхода, опишем функцию сheck, которую следует применить в данной задаче. Исходные данные следует записать в массив s:array[1..150] of set of 1..150, заполнив каждый из n первых элементов этого массива множеством тех партий, в которых состоит тот или иной житель. Тогда функция проверки сочетания из элементов этого массива примет следующий вид:

function check(var p:list;k:integer): boolean;

var i:integer; ss:set of 1..150;

begin

ss:=[];

for i:=1 to k do ss:=ss+s[p[i]];

check:=(ss=[1..n])

end;

Как видно из описания функции, использование типа “множество”, позволяет не только упростить данную программу, но и существенно ускорить ее выполнение, по сравнению с работой с массивами. Однако большая размерность данной задачи не позволяет считать приведенное решение удовлетворительным во всех случаях. Так, уже для n = 100, перебор всех сочетаний из 4-х и менее жителей приводит к рассмотрению около 4-х миллионов вариантов. Для построения кода, пригодного для решения данной задачи при любых входных данных, несколько изменим описание массива s:

s: array[1..150] of

record name,number:integer;

partys: set of 1..150

end;

Здесь поле partys совпадает по смыслу с первоначальным описанием массива s, поле name cоответствует номеру (то есть фактически имени) жителя и первоначально данное поле следует заполнить числами от 1 до n cогласно индексу элемента в массиве записей, и поле number соответствует количеству элементов во множестве из поля partys, то есть имеет смысл сразу подсчитать, в каком количестве партий состоит тот или иной житель. Теперь следует отсортировать массив s по убыванию значений поля number. Верхнюю оценку для числа членов парламента (kmax) подсчитаем, построив приближенное решение данной задачи следующим образом: во-первых, включим в парламент жителя, состоящего в максимальном количестве партий, затем исключим эти партии из остальных множеств и заново найдем в оставшемся массиве элемент с максимальным значением поля number (уже пересчитанного) и включим его в парламент, и так далее, до тех пор, пока сумма значений пересчитанных полей number у жителей, включенных в парламент, не будет равна n. Найденное количество членов парламента и будет kmax.

Теперь следует рассматривать сочетания из (kmax – 1) элемента, затем из (kmax – 2) и т. д. элементов. Если для сочетаний из какого-то рассматриваемого количества элементов k, решение найдено не будет, то это означает, что точным является решение с количеством членов парламента k+1. Так как массив s упорядочен, то, если решение для того или иного значения k существует, то, скорее всего, оно будет найдено при рассмотрении в лексикографическом порядке первых же сочетаний по k элементов. Поэтому временная трудоемкость в переборе возникает, только если решения c данным значением k не существует. В такой ситуации можно воспользоваться следующим “ненаучным” приемом: на поиск решения для каждого k, меньшего, чем kmax отведем фиксированное количество времени, скажем, 2-3 секунды (точнее данное время стоит определить экспериментальным путем). Если за отведенное время решение не найдено, то следует считать полный перебор невозможным и закончить выполнение программы. В любом случае, мы будем иметь какое-либо решение исходной задачи: точное или приближенное, то есть, возможно, содержащее больше членов парламента, чем минимально возможно. Однако, на практике такой подход почти всегда приводит к точному решению, в силу перебора “с предпочтением”, проводимого для каждого k (невозможность проведения полного перебора для какого-либо k на практике соответствует отсутствию решения для данного k).

Пример 2. Дан автобусный билет с номером, состоящим из N цифр. Расставить между цифрами знаки арифметических операций '+', '-', '*', '/' (целочисленное деление) и скобки таким образом, чтобы значение полученного выражения было равно 100. Можно образовывать многозначные числа из стоящих рядом цифр. Выражение должно быть корректным с точки зрения арифметики. Допустимы лишние скобки, не нарушающие корректности выражения. При вычислениях используется стандартный приоритет операций, число цифр N в номере билета не больше 6. (5-ая Всероссийская олимпиада по информатике, г. Троицк, 1993 г.)

Решение. для построения универсального алгоритма решения данной задачи будем считать слияние двух соседних цифр одной из операций. Тогда между каждой парой соседних цифр может стоять одна из 5 операций. Для N цифр получаем 5N-1 различных вариантов расстановки операций. Перебирать все варианты расстановки операций удобнее всего с помощью рассмотрения всех чисел в 5-ричной системе счисления, состоящих не более чем из N – 1 цифры, то есть для N = 6 от 00000 до 44444. Для перебора таких чисел необходимо написать процедуру прибавления 1 в 5-ричной системе счисления. Для каждого из вариантов расстановки операций перейдем от исходного массива из N цифр билета, к массиву из К чисел, где K = (N – количество операций слияния цифр в рассматриваемом варианте). Теперь мы должны рассмотреть все перестановки из K – 1 арифметической операции в данном варианте. Каждая перестановка соответствует одному из порядков выполнения арифметических операций. Так, для 4-х чисел, перестановка номеров операций 3, 1, 2 означает, что сначала нужно выполнить арифметическое действие между 3-м и 4-м числом, затем между 1-м и 2-м и затем оставшееся. Если результат выполнения действий данного варианта в порядке, соответствующем текущей перестановке, равен искомому числу 100, то задача решена и можно перейти к печати результата. Для данной задачи возможны и более эффективные решения, но в силу ее небольшой размерности, комбинаторный перебор оказывается вполне приемлемым.

Пример 3. Губернатор одной из областей заключил с фирмой "HerNet" контракт на подключение всех городов области к компьютерной сети. Сеть создается следующим образом: в области устанавливается несколько станций спутниковой связи, и затем от каждого города прокладывается кабель до одной из станций. Технология, используемая компанией требует при увеличении расстояния увеличения толщины кабеля. Таким образом, стоимость кабеля, соединяющего город со станцией, при используемой компанией технологии будет равна kL2, где L - расстояние от города до станции, а k - некий коэффициент. Вам требуется написать программу, определяющую минимальные затраты компании на установку сети.

Входные данные. Во входном файле записано число n (1 ≤ n ≤ 10) - количество городов в области. Затем идут положительные вещественные числа: k - коэффициент стоимости кабеля и P - стоимость постройки одной станции. Далее следует n пар вещественных чисел, задающих координаты городов на плоскости. 

Выходные данные. В первую строку выходного файла нужно вывести минимальные затраты на установку сети (с тремя знаками после десятичной точки), во вторую - количество устанавливаемых станций. Далее вывести координаты станций (с тремя знаками после десятичной точки), а затем - список из n целых чисел, в котором i-ое число задает номер станции, к которой будет подключен i-ый город. (Кировский командный турнир по программированию, 2000 г.)

Решение. В силу небольшой размерности мы можем рассмотреть все возможные варианты разбиения городов на группы, подразумевая что для каждой группы будет установлена своя станция, причем оптимальным образом (найти оптимальное местонахождение станции для одной группы городов можно по формуле, аналогичной формуле нахождения центра масс). Затем нужно из всех разбиений выбрать то, для которого общая сумма затрат на установку сети будет минимальной.

Контрольные вопросы
1. Понятие множества, подмножества, мощности конечного множества, мультимножества.

2. Способы задания множеств.

3. Чему равно число подмножеств конечного множества.

4. Основные схемы порождения комбинаторных объектов.

5. · Понятие кода Грея. Рекурсивное определение двоично-отраженного кода Грея и его последовательности переходов.

6. Понятие перестановки. Число перестановок n-элементного множества.

7. Понятие перестановки с повторениями. Число таких перестановок. Понятие полиномиального коэффициента.

8. Понятие последовательности перестановок в лексикографическом порядке.

9. Понятие последовательности перестановок в порядке минимального изменения. Рекурсивное определение такой последовательности.

10. Понятие сочетания. Число сочетаний из n элементов по k. Свойства сочетаний.

11. Понятие сочетания с повторениями. Число сочетаний с повторениями. Предложить алгоритм генерации таких сочетаний.

12. Понятие последовательности сочетаний в возрастающем лексикографическом порядке.

13. Понятие размещения. Число размещений.

14. Понятие композиции. Число композиций числа n. Число композиций n из k частей при рi>0. Число композиций n из k частей при . Связь таких композиция с сочетаниями из k элементов по n с повторениями.

15. Понятие разбиения и его отличие от композиции.

16. Понятие последовательности разбиений в словарном порядке.

Практическая работа №11
Операции над графами.
Цель: строить граф, находить его характеристики. Применять аппарат теории графов для решения задач.  

Практическое задание
Задание  1.Дан граф:

Определите вид графа, степень вершин графа, постройте матрицу смежности, кратчайший путь из вершины x1 до x6


Алгоритм действий

Непустое множество V = {v1, v2,…,vn} и набор Х упорядоченных пар объектов (vi, vi+1) , где vi(V, vi+1(V, называется ориентированным  графом и обозначается D(V, X).

Пары х = (v, w) называются дугами и изображаются на диаграмме следующим образом:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



v– начало дуги х, w – конец дуги х.

Говорят: дуга исходит из v и заходит в w .

Пусть х – дуга. Если v конец или начало дуги, то v и х инцидентны.

Вершины v и w смежны, если (v, w) ( X.

Для ориентированного графа аналогично определяются понятия: петли, кратные дуги, псевдограф, мультиграф, граф.

Рассмотрим понятия: полустепень исхода и полустепень захода:

Полустепенью исхода вершины v называется число (+(v) дуг орграфа D, исходящих из вершины v.

Полустепенью захода вершины v называется число (-(v) дуг орграфа D, заходящих в вершину v.

Замечание: вклад каждой петли, инцидентной некоторой вершине v, равен 1, как в (+(v), так и в (-(v).

Для орграфа, представленного на рисунке найти полустепени захода и исхода:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



d+(u1) = 2

d-(u1) = 0

d+(u2) = 2

d-(u2) = 3

d+(u3) = 0

d-(u3) = 1

d`

SYMBOL 43 \f "Symbol" \s 12+(u4) = 0

Найдем суммы степеней исходов и сумму степеней заходов:

е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d+(u) = 2 + 2 + 0 + 0 = 4;

е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d-(u) = 0 + 3 + 1 = 4 .

В данном графе 4 ребра. Замечаем, что е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d+(u) = е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d+(u) = m .Действительно, для орграфа справедливо утверждение:

Для любого ориентированного графа выполняется равенство

е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d+(u) = е

SYMBOL 100 \f "Symbol" \s 12d+(u) = m,

 где m – количество дуг.

Практическая работа №12

Построение диаграммы графа.

Цель: Отработать на примерах основные понятия теории графов; научить строить графы по матрице смежности;
по графу составлять матрицу смежности; способствовать достижению более высокого уровня умственного развития студентов, развитие у них способности к самообучению.

Практическое задание

Задание  1. Граф G задан графически. Задать граф G 

а) аналитически;

б) с помощью матрицы смежности;

в) с помощью списка дуг;

г) с помощью структуры смежности.

1)    G:                                                                 2)  G:
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Задание 2. Для графа 
[image: image329.wmf]G

из задания 1 выписать и изобразить одну часть и один  подграф.   

Задание  3. Изобразить графически следующие графы:

а) граф, заданный матрицей смежности:

1)
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б) граф 6 порядка, заданный списком дуг:
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в) граф, заданный с помощью структуры смежности:
1)   a     -     a, d                                                   2) a     -     b, e

      b     -     b, c, d                                                   b     -     a, c

      c     -     a                                                           c     -     c, b

      d     -     -                                                           d     -     d

                                                                                e     -     e, a

Задание  4. Составить матрицу инцидентности следующих мультиграфов:   

1)  G:                                                                   2)  G:                                                                       
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Задание  5. Изобразить графически мультиграфы, заданные матрицей инцидентности:

1)
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Контрольные вопросы:

1. Мультиграф.

2. Ориентированное ребро.

3. Кратные ребра.

4. Граф. 

5. Ориентированный мультиграф.

6. Ориентированный граф.

7. Петля.

8. Псевдограф.

9. Смежные вершины.

10. Смежные ребра.

11. Степень вершины.

12. Конечный граф.

13. Матрица смежности графа.

14. Матрица инцидентности мультиграфа.

Практическая работа №13

Применение графов и сетей.

Цель: научиться составлять граф по заданному описанию, применять при решении различных задач.

Практическое задание

1.Выполнить  следующие действия:
1. Начертите на плоскости графическое изображение графа, постройте его матрицы инциденции и смежности. Определите число его ребер. Найдите его цикломатическое число.
1 вариант.
	№ ребра
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Вершины
	А
	А
	В
	В
	С
	С
	D
	E
	E
	G
	B
	G

	Вершины
	B
	B
	C
	C
	D
	F
	E
	F
	G
	F
	F
	A


 2 вариант.
	№ ребра
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Вершины
	E
	A
	D
	B
	C
	C
	D
	E
	E
	G
	B
	G

	Вершины
	E
	B
	D
	C
	D
	F
	E
	F
	G
	F
	F
	A


3 вариант.
	№ ребра
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Вершины
	E
	A
	D
	B
	C
	E
	D
	E
	E
	D
	B
	G

	Вершины
	E
	B
	D
	C
	D
	D
	E
	F
	G
	D
	F
	A


4 вариант.
	№ ребра
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Вершины
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	A
	C
	B
	C
	C

	Вершины
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	A
	E
	F
	E
	E
	F


 2. Выполните следующие действия.
	 № вар.
	Дуги графа U

	1
	{ (0,1), (0,2), (0,5), (1,0), (1,0), (1,4), (1,5), (2,1), (2,3), (2,5), (3,0), (3,3), (3,4), (3,5), (4,1), (4,0), (4,4), (5,0), (5,1), (5,2), (5,4), (5,5) }

	2
	{ (0,0), (0,2), (0,4), (1,2), (1,3), (1,5), (2,2), (2,4), (2,5), (3,0), (3,2), (3,3), (3,5), (4,0), (4,1), (4,3), (4,5), (5,0), (5,2), (5,3), (5,4), (5,4) }

	3
	{ (0,0), (0,3), (0,5), (1,1), (1,3), (1,5), (2,2), (2,3), (2,3), (3,0), (3,1), (3,4), (3,5), (4,0), (4,2), (4,5), (5,0), (5,2), (5,3), (5,4), (5,4), (5,5) }

	4
	{ (0,2), (0,4), (0,5), (1,1), (1,3), (1,5), (1,5), (2,0), (2,3), (2,4), (2,5), (3,2), (3,4), (3,5), (3,5), (4,1), (4,2), (4,4), (4,5), (5,0), (5,2), (5,3) }

	5
	{ (0,3), (0,5), (1,1), (1,3), (1,5), (1,5), (2,0), (2,4), (2,5), (3,0), (3,1), (3,2), (3,4), (3,5), (3,5), (4,1), (4,2), (4,4), (4,5), (5,0), (5,2), (5,3) }

	6
	{ (0,0), (0,2), (0,4), (0,5), (1,2), (1,4), (1,5), (2,0), (2,2), (2,5), (2,5), (3,0), (3,1), (3,3), (3,5), (3,5), (4,1), (4,3), (4,5), (5,0), (5,3), (5,5) }

	7
	{ (0,0), (0,1), (0,5), (1,3), (1,5), (1,5), (2,0), (2,4), (2,5), (3,0), (3,0), (3,2), (3,4), (3,5), (4,0), (4,2), (4,5), (4,5), (5,1), (5,2), (5,3), (5,5) }

	8
	{ (0,1), (0,4), (0,6), (1,1), (1,3), (1,4), (1,5), (2,0), (2,4), (2,5), (2,5), (3,0), (3,1), (3,3), (3,5), (4,2), (4,3), (4,5), (5,1), (5,3), (5,4), (5,4) }

	9
	{ (0,0), (0,2), (0,5), (1,0), (1,1), (1,4), (1,5), (2,1), (2,5), (2,5), (3,0), (3,3), (3,4), (3,5), (4,0), (4,1), (4,5), (5,0), (5,1), (5,3), (5,4), (5,5) }

	10
	{ (0,2), (0,4), (0,5), (1,1), (1,2), (1,4), (1,5), (2,0), (2,3), (2,5), (2,5), (3,0), (3,0), (3,1), (3,5), (4,2), (4,4), (4,5), (5,1), (5,3), (5,4), (5,5) }


 В соответствии с вариантом задания, приведенным в таблице, построить геометрическое и матричное представление графа.

1. Определить инцидентные ребра для множества вершин {1, 3, 5}.

2. Для множества вершин  {0, 1, 2, 3} выделить подграф и из него получить полный и обыкновенный графы.

3. Выделить 4 элементарных контура графа.

Контрольные вопросы:
 Что такое матрица инциденции? Сформулируйте правило задания графа при помощи матрицы инциденции.

1. Что такое матрица смежности? Сформулируйте правило задания графа при помощи матрицы смежности.

2. Что такое список ребер? Сформулируйте правило задания графа при помощи списка ребер.

1. Что такое маршрут, контур.

2. Что такое цикл? Эйлеров цикл?

Практическая работа №14

Решение задач с использованием графа.

Цель: применять графы при решении задач.
Практическое задание
Вариант 1

1. Для орграфа G0 (рис. 1) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 1) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 1) изоморфны. Планарен ли граф G2?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 1). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 1) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 1

 Вариант 2

1. Для орграфа G0 (рис. 2) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 2) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 2) изоморфны. Планарен ли граф G2?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 2). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 2) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 2

 Вариант 3

1. Для орграфа G0 (рис. 3) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Дан неорграф G1 (рис. 3). Занумеруйте вершины графа и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 3) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 3). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 3) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 3

 Вариант 4

1. Для орграфа G0 (рис. 4) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 4) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 4) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 4). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 4) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 4

 Вариант 5

1. Для орграфа G0 (рис. 5) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 5) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 5) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 5). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 5) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 5

Вариант 6

1. Для орграфа G0 (рис. 6) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 6) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 6) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 6). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 6) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 6

 Вариант 7

1. Для орграфа G0 (рис. 7) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 7) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 7) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 7). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 7) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 7

Вариант 8

1. Для орграфа G0 (рис. 8) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Дан неорграф G1 (рис. 8). Занумеруйте вершины графа и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 8) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 8). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 8) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 8
 Вариант 9
Для орграфа G0 (рис. 9) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

1. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 9) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

2. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 9) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

3. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 9). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

4. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 9) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 9

Вариант 10

1. Для орграфа G0 (рис. 10) найдите множество достижимости и множество контрдостижимости вершины х1. Выясните, какими свойствами обладает бинарное отношение, заданное графом G0. Постройте матрицу смежности и матрицу инцидентности, занумеровав дуги орграфа G0.

2. Занумеруйте вершины графа G1 (рис. 10) и определите степени всех его вершин. Нарисуйте какой-либо остовный подграф графа G1. Запишите матрицу смежности и матрицу инцидентности графа G1, занумеровав его ребра.

3. Покажите, что графы G1и G2 (рис. 10) изоморфны. Является ли граф G2 планарным?

4. Определите цикломатическое число графа G1 (рис. 10). Выясните, можно ли нарисовать граф G1, не отрывая руки от бумаги и не проходя ни по одному ребру дважды. Ответ обоснуйте.

5. Выясните, сколько ребер нужно удалить из графа G1 (рис. 10) при построении его каркаса. Занумеруйте вершины графа G1 и постройте каркас двумя способами (обход «в ширину», обход «в глубину»), начав обход из вершины с максимальной степенью.
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Рисунок 10

Практическая работа №15

Диаграмма автомата.

Цель: научиться применять основы теории автоматов.
Теоретические обоснования
Определения. Конечным автоматом (в дальнейшем – просто автоматом) называется система S={A, Q, V, d, l}, в которой A={а1, ...,a.m}, Q={q1, ..., qn}, V={v1, ..., vn} — конечные множества (алфавиты), а d: Q´A—>Q и l: Q´A->V – функции, определенные на этих множествах. 
А называется входным алфавитом, V – выходным алфавитом, Q – алфавитом состояний, d – функцией переходов, l – функцией выходов. Если, кроме того, в автомате S выделено одно состояние, называемое начальным (обычно будет считаться, что это q1), то полученный автомат называется инициальным и обозначается (S, q); таким образом, по неинициальному автомату с п состояниями можно п различными способами определить инициальный автомат.

Поскольку функции d и l определены на конечных множествах, их можно задавать таблицами. Обычно две таблицы сводятся в одну таблицу d´l: Q´A->Q´V, называемую таблицей переходов автомата, или просто автоматной таблицей.

  Пример 2.1. Таблица 2.1 задает функции переходов и выходов для автомата с алфавитами А={а1, а2, а3}, Q={q1, q2, q3, q4}, V={v1, v2}.

Еще один распространенный и наглядный способ задания автомата — ориентированный мультиграф, называемый графом переходов или диаграммой переходов. Вершины графа соответствуют состояниям; если d(qi, аj) = qk и l(qj, аj) = vl, то из qi в qj ведет ребро, на котором написаны qj и vl.
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  [image: image351.png]Tabnuya 2.1

a [ a [ a
G| @ | @ | G2
12 vy Vi
9| g | an | o
Vi Vi Vi
AKEEZRES
12 vy A
Q| G | @ | a1
Va4 Vi Vo





Рис. 2.1

 Граф переходов для табл. 2.1 изображен на рис. 2.1. Кратные ребра не обязательны; например, два ребра из q2 в q1 можно заменить одним, на котором будут написаны обе пары a3½v1 и a2½v1. Для любого графа переходов в каждой вершине qi выполнены следующие условия, которые называются условиями корректности: 1) для любой входной буквы аj имеется ребро, выходящее из qi, на котором написано аj, (условие полноты); 2) любая буква аj, встречается только на одном ребре, выходящем из qi (условие непротиворечивости или детерминированности).

Для данного автомата S его функции ds и ls могут быть определены не только на множестве А всех входных букв, но и на множестве A* всех входных слов. Для любого входного слова a=аj1, аj2, ..., aj k выполняются следующие условия:

а) d(qi, аj) задается автоматной таблицей S;

б) для любого слова aÎA* и любой буквы aj

d(qi, aаj) = d(d(qi, a), аj)                                          (2.1)

С помощью расширенной функции d определяется (также индуктивно) расширенная функция l:

l(qi, aаj) = l (d(qi, a), аj)                                          (2.2)

Зафиксируем в автомате S начальное состояние q1 и каждому входному слову a=аj1, аj2, ..., ajk поставим в соответствие слово w в выходном алфавите:

w = l(q1, аj1)l(d(q1,, аj1, аj2)... l(q1, аj1,…аj1).               (2.3, a)

Это соответствие, отображающее входные слова в выходные слова, называется автоматным отображением, а также автоматным (или ограниченно детерминированным) оперотором, реализуемым автоматом (S, q1). Иногда будем говорить кратко – оператор (S, q1)или оператор S (если автомат S – инициальный). Если результатом применения оператора к слову a является выходное слово w, то это будем обозначать соответственно S(q1, a)=w или S(a)=w. Число букв в слове a, как обычно, называется длиной a и обозначается |a| или l(a). Автоматное отображение также удобно определить индуктивно:

S(qi, aj)= l(qi, aj);                                                                 (2.3 б)

S(qi, aаj) = S(qi, a)l (d(qi, a), аj)                     (2.3 б)

Автоматное отображение обладает двумя свойствами, которые следуют непосредственно из (2.3 a), (2.3 б): 1) слова a и w = S(a) имеют одинаковую длину: (свойство сохранения длины); 2) если a = a1a2 и S(a) = S(a(a2) = w1w2, где |(a(|=|w1|, то S(ai) = w1; иначе говоря, образ отрезка длины l равен отрезку образа той же длины. Свойство 2 отражает тот факт, что автоматные операторы — это операторы без предвосхищения, т. е. операторы, которые, перерабатывая слово слева направо, «не заглядывают вперед»:

i-я буква выходного слова зависит только от первых i букв входного слова. Пример оператора с  предвосхищением — оператор, который слову [image: image352] ставит в соответствие его отражение, т. е. слово [image: image353] первая буква выходного слова равна здесь последней букве входного слова.

Указанные два свойства были бы достаточными условиями автоматности отображения, если бы речь шла о бесконечных автоматах, т. е. автоматах с бесконечным Q. Для конечной автоматности этих условий недостаточно

Введенные определения (2.1)–(2.3) наглядно интерпретируются на графе переходов. Если зафиксирована вершина qi, то всякое слово [image: image354] однозначно определяет путь длины k из этой вершины [обозначим его (qi a)], на k ребрах которого написаны соответственно буквы [image: image355]. Поэтому d(qi, a) – это последняя вершина пути l(qi, a), – выходная буква, написанная на последнем ребре пути (qi a), а отображение S(qi, a) – слово, образованное k выходными буквами, написанными на k ребрах этого пути.

Пример 2.2. Для автомата S из примера 2.1 б d(q2,а3а2) = d(q2,а2а() =  =q3; d(q2,а3а( а() = q2; l(q2,а3а2) = v2; l(q2,а3а() = v1; l(q2,а3а( а() = v1. Заметим, что d(q2,а3а() = d(q2,а3а2), но l(q2,а3а() ¹ l(q2,а3а2). Далее S(q2,а3а2)= =v1v2; S(q2,а3а2а() = v1v2 v1 , что иллюстрирует свойство 2 автоматного отображения.

Состояние qj называется достижимым из состояния qi, если существует входное слово a, такое, что d(qi, a) = qj. Автомат .S называетсясильно связным, если из любого его состояния достижимо любое другое состояние.

Автомат называется автономным, если его входной алфавит состоит из одной буквы: А={а}. Все входные слова автономного автомата имеют вид аа...а.

Теорема 2.1. Любое достаточно длинное выходное слово автономного автомата с п состояниями является периодическим (возможно, с предпериодом), причем длины периода и предпериода не превосходят п; иначе говоря, оно имеет вид sw…ww1, где w1 — начальный отрезок w; при этом 0 £ |s| £ п; 1< |w| < п.

Действительно, так как в графе автономного автомата из каждой вершины выходит только одно ребро, то его сильно связные подграфы могут быть только простыми циклами, из которых нет выходящих ребер. Поэтому в компоненте связности может быть только один цикл; остальные подграфы компоненты — это деревья, подвешенные к циклу и ориентированные в его сторону.

Пример 2.3. Граф автомата, заданного в табл. 2.2, изображен на рис. 2.2 (входные буквы на ребрах опущены; выходной алфавит V={0, 1, 2}).

Здесь и в дальнейшем символы состояний для кратности обозначений будут заменяться их индексами.

 Таблица 2.2  

	q
	1
	2
	3
	 
	5
	6
	7
	8
	9

	а
	3,0
	4,0
	4,0
	7,0
	4,2
	5,0
	6,1
	9,0
	9,1
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                             Рис. 2.2                  

Практическое задание
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Практическая работа №16

Принцип работы автомата.

Цель работы: разобрать принцип работы автомата.
Рассматриваем автоматы Мили и Мура – их еще называют автоматами I и II рода.

Автоматы можно представить : - таблицей, - графом.

Автомат Мили задается 2-мя таблицами: переходов и выходов, или одной – совмещенной таблицей переходов-выходов.

Автомат Мура задается одной таблицей, называемой отмеченной таблицей переходов.

Пример 1. Задан автомат А1 в табличном виде. Определить его входной и выходной алфавиты. Определить тип автомата и представить его в виде графа. Определить выходную последовательность букв, если на вход поступает входная последовательность вида Х1Х2Х3Х3Х1Х2.

	
	S0
	S1
	S2
	S3
	
	
	S0
	S1
	S2
	S3

	X1
	S3
	S0
	S2
	S0
	
	X1
	Y1
	Y2
	Y3
	Y5

	X2
	S1
	S2
	S0
	S3
	
	X2
	Y1
	Y1
	Y4
	Y2

	X3
	S0
	S1
	S3
	S1
	
	X3
	Y5
	Y4
	Y1
	Y5


Решение.

Входной алфавит: X={X1, X2, X3}. Выходной алфавит: Y={Y1, Y2, Y3, Y4, Y5}.

Таблицами задан автомат Мили.

Граф автомата:
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При подаче на вход автомата входной последовательности вида Х1Х2Х3Х3Х1Х2 на выходе будет получена последовательность Y1Y2Y5Y4Y2Y1, на графе автомата соответствующие ребра выделены. 

Пример 2. Задан автомат А2 в табличном виде. Определить его входной и выходной алфавиты. Определить тип автомата и представить его в виде графа.

	
	-
	Y1
	Y3
	Y3
	Y2

	
	q0
	q1
	q2
	q3
	q4

	X1
	q0
	q4
	q2
	q1
	q3

	X2
	q4
	q3
	q0
	q2
	q4

	X3
	q2
	q0
	q4
	q4
	q1

	X4
	q3
	q1
	q1
	q3
	q2


Решение.

Входной алфавит: X={X1, X2, X3, X4}. Выходной алфавит: Y={Y1, Y2, Y3}.Таблицей задан автомат Мура.

Граф автомата:


[image: image360.emf] 

x

1

 

x

3

 

x

2

 

x

4

 

x

3

 

x

1

 

x

1

 

x

2

 

x

1

 

x

4

 

x

2

 

x

1

 

x

1

 

x

3

 

x

2

 

x

4

 

x

4

 

q

0

 

- 

q

1

 

y

1

 

x

1

 

q

2

 

y

3

 

q

4

 

y

2

 

q

3

 

y

3

 

x

2

 

x

3

 


Пример 3. Задан автомат А3 в виде графа. Определить его входной и выходной алфавиты. Определить тип автомата и представить его в табличном виде.
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Решение.

Входной алфавит: X={X1, X2 }. Выходной алфавит: Y={Y1, Y2, Y3 }.

Графом задан автомат Мили.

Совмещенная таблица переходов-выходов:

	
	S0
	S1
	S2

	X1
	S2

Y2
	S0

Y1
	S1

Y1

	X2
	S1

Y3
	S2

Y3
	S0

Y1


Пример 4. Задан автомат А4 в виде графа. Определить его входной и выходной алфавиты. Определить тип автомата и представить его в табличном виде.
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Решение.

Входной алфавит: X={X1, X2 }. Выходной алфавит: Y={Y1, Y2, Y3 }.

Графом задан автомат Мура.

Отмеченная таблица переходов:

	
	-
	Y1
	Y3
	Y2

	
	q0
	q1
	q2
	q3

	X1
	q1
	q0
	q3
	q3

	X2
	q2
	q3
	q1
	q0


Эквивалентность автоматов Мили и Мура

Существует 2 варианта перехода от Автомата Мили к автомату Мура – общий и тривиальный.

Пример. Задан автомат A5 Мили в виде графа. Постороить совмещенную таблицу переходов/выходов. Найти эквивалентный ему автомат Мура, построить граф и отмеченную таблицу переходов.
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Решение.

Совмещенная таблица переходов/выходов.

	
	S0
	S1
	S2
	S3

	X1
	S1

Y1
	S0

Y2
	S1

Y1
	S0

Y1

	X2
	S2

Y2
	S2

Y2
	S3

Y1
	S1

Y2


Нахождение эквивалентного автомата Мура.

1. Определение в таблице одинаковых переходов/выходов и пометка их .

	
	S0
	S1
	S2
	S3

	X1
	S1

Y1
	S0

Y2
	S1

Y1
	S0

Y1

	
	q3
	q2
	q3
	q1

	X2
	S2

Y2
	S2

Y2
	S3

Y1
	S1

Y2

	
	q5
	q5
	q6
	q4


Пометка начинается с анализа состояния S0 и выходной реакции Y1 . Если такая комбинация S0/Y1 встречается в таблице, то ей приписывается пометка q1 Если рассматриваемая комбинация встречается несколько раз, то всем приписывается одинаковая пометка. Далее анализируется наличие комбинации S0/Y2 , если она встречается, то ей приписывается пометка q2 , и так далее рассматривается наличие всех комбинаций <состояние>/<буква вых. алфавита> и всем приписываются пометки.

2. Запись множеств эквивалентных состояний

Каждому исходному состоянию приписывается множество соответствующих им пометок (рассматривается построенная таблица с пометками). Ищется в таблице очередное исходное состояние и в соответствующее множество записывается приписанная ему пометка. Для начального состояния S0 в множество пометок добавляется также q0 - для идентификации начального состояния автомата Мура.

Для рассматриваемого примера получены следующие множества эквивалентных состояний .
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3. Построение отмеченной таблицы переходов автомата Мура в соответствии с п.1 и 2.

	
	-
	Y2
	Y1
	Y1
	Y2
	Y2
	Y1

	
	q0
	q1
	q2
	q3
	q4
	q5
	q6

	X1
	q3
	q3
	q3
	q2
	q2
	q3
	q1

	X2
	q5
	q5
	q5
	q5
	q5
	q6
	q4


Общее количество состояний искомого эквивалентного автомата Мура = суммарному количеству проставленных пометок + метка начального состояния q0, т.е. сумме количества элементов всех построенных эквивалентных множеств. В данном случае множество состояний автомата Мура будет следующим: 
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Выходные реакции записываются следующим образом: в таблице с пометками ищется пометка, соответствующая рассматриваемому состоянию автомата Мура и в отмеченную таблицу автомата Мура записывается находящаяся в найденной ячейке выходная реакция.

Запись переходов: рассматриваются множества эквивалентных состояний и в столбцы таблицы автомата Мура, соответствующие элементам рассматриваемого множества, записываются проставленные пометки из столбца соответствующего эквивалентного состояния автомата Мили, например, в столбцы состояний q0 q1 q2 автомата Мура будут записаны пометки q3 q5 из столбца S0 таблицы автомата Мили. 

4. По построенной отмеченной таблице переходов автомата Мура можно построить графовое представление автомата Мура, эквивалентного заданному автомату Мили.
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Практическое задание
	1. Задан автомат A7 Мура в виде графа. Постороить отмеченную таблицу переходов. Найти эквивалентный ему автомат Мили, построить граф и совмещенную таблицу переходов/выходов.
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2. Задан автомат A8 Мили в виде графа. Постороить совмещенную таблицу переходов/выходов. Найти эквивалентный ему автомат Мура, построить граф и отмеченную таблицу переходов.

[image: image368.png]



3. Интуитивно построить автомат Мура, на выходе которого возникает реакция С, если сумма поступивших разрядов равня 1, перенос не учитывать, если сумма равна 0, то возникает реакция Z. Автомат многоразовый, т.е. должен быть возврат в исходное состояние.

4. Минимизировать автомат, заданный таблицей.
	
	S1
	S2
	S3
	S4
	S5
	S6
	S7
	S8
	S9
	S10
	S11
	S12

	z1
	S10

Y1
	S12

Y1
	S5
Y2
	S7
Y2
	S3
Y1
	S7
Y2
	S3
Y1
	S10
Y1
	S7
Y2
	S1
Y2
	S5
Y2
	S2
Y2

	z2
	S5
Y2
	S8
Y2
	S6
Y1
	S11
Y1
	S9
Y2
	S11
Y1
	S6
Y2
	S4
Y2
	S6
Y1
	S8
Y1
	S9
Y1
	S8
Y1


5. Минимизировать автомат, заданный графом.

[image: image369.png]



6. Минимизировать автомат, заданный таблицей.
	
	Y1
	Y1
	Y3
	Y3
	Y3
	Y2
	Y3
	Y1
	Y2
	Y2
	Y2
	Y2

	
	q1
	q2
	q3
	q4
	q5
	q6
	q7
	q8
	q9
	q10
	q11
	q12

	X1
	q10
	q12
	q5
	q7
	q3
	q7
	q3
	q10
	q7
	q1
	q5
	q2

	X2
	q5
	q7
	q6
	q11
	q9
	q11
	q6
	q4
	q6
	q8
	q9
	q8


Практическая работа №17

Построение автоматов, распознающих заданные свойства слова.

Цель работы: осуществить построение автоматов, распознающих заданные свойства слова.

Теоретические обоснования

Основные правила
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 - усеченая итерация

Приоритеты выполнения операций

1.

[image: image372.wmf]{
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2.

[image: image373.wmf]·


3.

[image: image374.wmf]Ú


Любые отступления от этого порядка выполнения операций обозначаются путем введения круглых скобок.

Для описания регулярных событий будем пользоваться системой основных событий, т.е. некоторыми стандартными заготовками.
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1.
Событие, состоящее из всех слов входного алфавита, называется универсальным (всеобщим) и имеет вид

[image: image376.wmf]{
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2.
Событие, включающее все возможные слова, состоящие из букв: 
[image: image377.wmf]ip
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3.
Событие, содержащее все слова, оканчивающиеся буквой 
[image: image381.wmf]i
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[image: image382.wmf]{
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4.
Событие, содержащее все слова, оканчивающиеся отрезком слова [image: image383.wmf]7
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5.
Событие, состоящее из всех слов, имеющих начальный и конечный отрезки l1 и l2 соответственно  


[image: image385.wmf]2
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6.
Событие, содержащее все слова, в которых хотя бы один раз встречается отрезок l1 в любом месте
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7.
Событие, содержащее только одно-буквенные слова входного алфавита
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8.
Событие, содержащее только двух-буквенные слова входного алфавита
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9.
Событие, содержащее все слова из букв входного алфавита длины n
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10.
Событие, содержащее все слова из букв входного алфавита длины кратной n
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11.
Событие, состоящее из всех слов, которые начинаются буквами xi или xk
[image: image391.wmf](
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12.
Событие, состоящее из всех слов алфавита 
[image: image392.wmf]{

}

2

1

,

x

x

x

=

¢

, не содержащее комбинации букв [image: image393.wmf]1
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 и оканчивающееся на буквой [image: image394.wmf]2
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13.
Событие, состоящее из всех слов алфавита 
[image: image396.wmf]{
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[image: image399.wmf]{
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14.
Событие, состоящее из всех слов алфавита [image: image400.wmf]{
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[image: image402.wmf]2

x



[image: image403.wmf]*

2

1

1

1

1

2

1

1

2

1

2

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

Ú

Ú

Ú

Ú

=

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

R

r

4

3

4

2

1

K

K


Пример 1. Записать событие, состоящее из всех слов алфавита 
[image: image404.wmf]{
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, которые начинаются буквой 
[image: image405.wmf]1
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 или 
[image: image406.wmf]3
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, а заканчиваются отрезком [image: image407.wmf]2
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Решение: используя п.п. 11, 1, 4 получим [image: image408.wmf](
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Пример 2. Составить регулярные выражения для автомата А, сравнивающего два двоичных числа. Количество разрядов в числах произвольно. Окончание чисел фиксируется буквой [image: image409.wmf]s

x

. Сравниваемые числа имеют одинаковое количество разрядов. Числа подаются на вход начиная с младших разрядов.

Если 1-е число < 2-го, то А выдает сигнал y1, 
[image: image410.wmf]2
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Если 1-е число > 2-го, то А выдает сигнал y2, 
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Если 1-е число = 2-e, то А выдает сигнал y3, [image: image412.wmf]2
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Решение: На вход поступают пары двоичных цифр 00, 01, 10, 11. Первая цифра относится к 1-му числу, вторая – ко 2-му. Эти комбинации можно закодировать как [image: image413.wmf]3
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 , тогда входным алфавитом будет 
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Регулярные выражения будут описывать все условия "если".

1.) Событие, которое отражает равенство входных цифр, а также и чисел – сигнал y3, [image: image415.wmf]2
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, и по условию должно заканчиваться буквой 
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2.) Событие для сингала y1, 
[image: image418.wmf]2
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 будет содержать все слова, в которых после произвольной комбинации букв [image: image419.wmf]3
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 обязательно следует буква [image: image420.wmf]1
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 на вход автомата могут поступать только одинаковые комбинации, т.е. [image: image423.wmf]0
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 или 
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. Окончание сравниваемых чисел обозначается буквой 
[image: image426.wmf]s

x

.

При объединении данных рассуждений в единое регулярное выражение, получим:
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3.) Рассуждения для записи события, соответствующего сигналу y2, 
[image: image428.wmf]2
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 аналогичны п.2.
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Для проверки сравним числа 
[image: image430.wmf]1011
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Получено следующее выражение: 
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До 7 разряда следует произвольная комбинация букв [image: image432.wmf]3
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, в 7 разряде находится буква 
[image: image434.wmf]1
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, а затем следуют токо одинаковые комбинации, т.е. буквы [image: image435.wmf]0
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 или 
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. Таким образом получаем, что первое число меньше второго, т.е. 
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Пример 3. Составить регулярные выражения для автомата, выполняющего функции дешифратора. На вход дешифратора поступают 3-х разрядные двоичные числа. После подачи цифры старшего разряда дешифратор выдает один из сигналов 
[image: image438.wmf]7
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, в зависимости от того, какое из чисел 
[image: image439.wmf]111
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 поступило на вход дешифратора. 

Решение: Цифры 0 и 1 3-х разрядных двоичных чисел поступают на вход последовательно, пусть 
[image: image440.wmf]0

x

 - соответствует поступлению на вход 0, 
[image: image441.wmf]1
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 - поступление 1, поэтому входной алфавит 
[image: image442.wmf]{
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. Использование 0 и 1 во входном алфавите для последующей записи регулярных выражений может привести к путанице и сокращению булевых выражений, что делать в данном случае нельзя, т.е. 
[image: image443.wmf]1
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До подачи на вход автомата какого-либо 3-разрядного числа, могли поступать другие 3-х разрядные числа, таким образом 
[image: image444.wmf](
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 - событие, описывающее, что было до поступления на вход автомата конкретной комбинации, т.е. могла прийти любая 3х-буквенная комбинация.

Когда поступила конкретная комбинация, РВ будут иметь вид:
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Пример 4. Составить регулярные выражения для следующего автомата А. На вход А поступают 4х-разрядные двоичные числа – тетрады. Тетрады являются правильными, если они меньше 10, остальные – неправильные. При поступлении на  вход автомата любой правильной тетрады на выходе формируется сигнал 
[image: image446.wmf]1

y

, при поступлении любой неправильной – сигнал 
[image: image447.wmf]2
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Решение: Цифры 0 и 1 двоичных тетрад поступают на вход последовательно, пусть 
[image: image448.wmf]0

x

 - соответствует поступлению на вход 0, 
[image: image449.wmf]1
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 - поступление 1, поэтому входной алфавит 
[image: image450.wmf]{
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Событие R1 – содержит все слова, соответствующие неправильным тетрадам, а R2 – событие, содержащее слова, соответствующие правильным тетрадам.
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Аналогично записывается РВ для R2  .

Пример 5. Построить автомат для выдачи магнитной карты в метро. Автомат принимает монеты достоинством 1 или 2 руб., карта стоит 4руб.

Решение: Входной алфавит X={1, 2} – в соответствии с монетами, которые может принимать автомат. Выходной алфавит – 1- выдача карты, 0 – отказ/ожидание, с – сброс/возврат денег, Y={1, 0, c}.

РВ, соответствующее выдаче карты – перебор комбинаций монет 1 и 2, чтобы получить требуемую сумму 4руб. в т.ч. без сдачи - 
[image: image452.wmf]{

}

+

Ú

Ú

Ú

Ú

=

121

211

112

22

1111

1

R


РВ, описывающее сброс монет при неверной сумме – 
[image: image453.wmf]{
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РВ при отказе – 
[image: image454.wmf]c
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Граф автомата, построенный по приведенным РВ.
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Отмеченная таблица переходов
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Пример 6. Синтезировать автомат по продаже билетов стоимостью 5руб. Автомат может принимать монеты 1,2,5 руб.

Решение:  Входной алфавит X={1, 2, 5} – в соответствии с монетами, которые может принимать автомат. Выходной алфавит – 1- выдача билета, 0 – отказ/ожидание, с – сброс/возврат денег, если введена неверная сумма (>5руб.), Y={1, 0, c}.

1.) РВ, соответствующее выдаче билета – перебор комбинаций монет 1, 2, 5 чтобы получить требуемую сумму 5руб. без сдачи

2.) РВ, соответствующее ожиданию – не вся сумма введена

3.) РВ при Вводе неверной суммы – перебор возможных комбинаций.
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